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En el Reino del Ingenio E. I. Ignatiev

Extracto del Prefacio del Autor a la Edicién de 1908

¢Alguien en nuestro tiempo puede comprometerse a negar la necesidad
perseverante de una amplia difusién y popularizacién de las ciencias matematicas?
Los conocimientos matematicos elementales deben penetrar en nuestra ensefianza
y educacion desde la mas tierna infancia. Al mismo tiempo, es obvio que la
independencia mental, la reflexién y el ingenio no se pueden "inculcar" ni "meter"
en ninguna cabeza. Los resultados son seguros sélo en aquellos casos, cuando la
introducciéon en el campo de las matematicas transcurre de una forma facil y
agradable, basandose en objetos y ejemplos del ambiente cotidiano, seleccionados
con el ingenio o interés correspondientes. Al tratar de trasladar al lector al "reino del
ingenio", claro que nosotros no nos seducimos con la esperanza de que hemos
conseguido mostrarle este reino en toda plenitud y encanto. Para ello m
necesitarian muchos libros como éste, pues asi es de enorme y amplia el area de
tan so6lo aquellas partes de las matematicas que pueden incluirse bajo el titulo
comun do "juegos y entretenimientos matematicos".

Un lector atento observard que el libro ha sido, en lo posible, dividido en partes,
cada una de las cuales contiene problemas homogéneos distribuidos en un orden
conforme al aumento de su dificultad. En general, no hay necesidad de leer y
analizar todo el libro en el orden escrito. Al principio, cada lector puede escoger
aquel capitulo que mas le interese y analizarlo, después pasar a cualquier otro y asi
sucesivamente. No obstante, no podemos asegurar que la distribucion del material,
hecha por nosotros, satisfara a todos. Esta es una cuestion muy subjetiva: lo que a
uno se le da con facilidad, para otro es dificil y viceversa. Es facil convencerse que
casi todos los problemas planteados en el libro pueden ser modificados y
convertidos en objeto de conversacion, incluso con nifios pequefios. Por otra parte,
tenemos esperanza que el presente libro pueda servir corno buen manual para el
aprendizaje por cuenta propia de las matematicas, no sélo de la juventud

estudiantil, sino también de todo aquel que sienta vocacién por el trabajo mental.

1908
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En el Reino del Ingenio E. I. Ignatiev

Extracto del Prefacio del Autor a la Edicién de 1911

La Importancia de la Memoria en el Estudio de las Matematicas

Con relacion a las matematicas en nuestra sociedad aun existen los mas extrafos
prejuicios. Unos dicen que solamente personas de gran talento, pueden dedicarse a
las matematicas; otros afirman que para ello es preciso tener una "memoria
matematica" especial que permita recordar las formulas, etc.

Claro que no se puede negar que existen cerebros con grandes inclinaciones hacia
una u otra actividad mental. Pero tampoco se puede afirmar que haya cerebros
normales, absolutamente incapaces a la percepcién y completa asimilacién de los
conocimientos matematicos indispensables, por lo menos en la magnitud del
programa para la escuela media.

Seamos justos y reconozcamos por fin que la expresidon "incapaz para las
matematicas" es, ante todo, un producto amargo de nuestra inhabilidad v,
posiblemente a veces, de nuestra ligereza y falta de deseo en situar la ensefianza
de las matematicas, tanto en la familia como en la escuela, a la altura
correspondiente.

Es aun menos prudente hablar sobre la necesidad de una memoria exclusiva o
especial para el estudio de las matematicas, que permita retener (éaprender de
memoria?) unas férmulas o reglas, para convertir una ciencia consciente y
consecuente, en cuanto al pensamiento ldgico, en un proceso mecanico e
inconsciente. Mientras tanto, cuan lejos puede llegar el asunto con una actitud asi,
como lo atestigua el conocido matematico ruso V. P. Ermakov. He aqui lo que él
comunicaba a la sociedad fisicomatematica de Kiev en uno de sus informes.
"Cuando ensefiaba a los estudiantes el cédlculo integral, ya durante el primer ano
tuvo lugar un episodio que queddé en mi memoria para siempre.

Después de exponer parte de la teoria, para aclararla, planteo problemas. Propongo
a los estudiantes que resuelvan estos problemas en sus cuadernos y a medida que
se van resolviendo escribo los resultados en la pizarra. Un dia, con el fin de aclarar

los procedimientos para la reduccidon de integrales binominales, escribi en la pizarra
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un problema adecuado. Al momento observo que algunos estudiantes sacan de los

bolsillos unas libretas y las consultan.

éQué es eso?

Las férmulas generales.

¢Para qué?

A nosotros el profesor anterior nos aconsejé tener una lista de las férmulas
generales y por ellas resolver ejercicios particulares. Pues no va usted a exigir que
aprendamos de memoria las cuarenta formulas generales.

- En matematicas no es necesario aprender de memoria ninguna féormula. Pero
considero también innecesario utilizar material de consulta para hallar integrales,
mediante féormulas generales, introduciendo en ellas los valores de los exponentes y
coeficientes. Pues como no nos han caido del cielo las férmulas generales, ya que
para su deduccién ustedes utilizaron una serie de razonamientos, utilicen los
mismos razonamientos en la resolucién de los ejercicios particulares.

De tal forma, resulté posible hallar cualquier integral sin necesidad de utilizar las
formulas generales, aunque fue preciso modificar algunos calculos de tal manera
que pudieran ser aplicados directamente a los ejemplos particulares.

Se tuvo también la ventaja que en cada ejercicio particular los estudiantes repetian
los mismos razonamientos, necesarios para deducir la féormula general. A
consecuencia de ello fueron adquiriendo cierto habito y, como resultado, rapidez en
la resolucién de los ejercicios.

Este episodio me obligd a profundizar mas en la naturaleza de las matematicas.
Siendo joven, yo también dedicaba toda la atencion a los resultados finales. Al
examinar una demostracion, procuraba cerciorarme solamente de su rigurosidad.
iLlegar al resultado final y basta! Después me esmeraba en recordar las
conclusiones finales, ya que el proceso de la demostracion se me esfumaba
rapidamente. Pero con el tiempo, olvidaba también las formulas, que con frecuencia
resultaban necesarias en la continuacién de mis estudios. éQué remedio me
guedaba? éFormar una biblioteca de manuales? Pero para ello no tenia los medios
suficientes y ademas no disponia de un local adecuado. Forzosamente me vi
obligado a recordar el proceso mediante el cual se deducia una u otra férmula. Asi,

pues, en lugar de férmulas, poco a poco pasé a sus deducciones. Resulté que era
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mas facil recordar el proceso del cadlculo matematico que simplemente las formulas
como tales. Ademas no era necesario memorizar todo el proceso, sino que bastaba
con trazar los puntos de las etapas por las cuales deberia dirigirse el pensamiento.
Desde entonces, hace ya varios afios que afirmo a mis oyentes que en las
matematicas deben recordar no las férmulas sino, el proceso de su deduccidn.
Después de exponer uno u otro capitulo de la geometria analitica, les dicto a los
estudiantes el contenido de los apuntes en los cuales sin dar formulas, enuncio los
puntos principales del calculo.

Si esta claro el proceso del calculo matematico, la obtencion de las férmulas es ya
un hecho simplemente mecanico. En cuanto al mecanismo de las operaciones
algebraicas, los estudiantes deben obtener ya habito en la escuela media. Llegué a
la conviccion que el principio expuesto por mi debe ser utilizado en la escuela
media..."

Continuemos la idea de V. P. Ermakov y digamos que el principio indicado debe ser
tomado como base para la ensefanza en el tren de las matematicas, tanto en la
familia, como en la escuela. No se empefen en ensefiarles a nifios o jovenes el
estudio de distintas "tablas" de sumar, restar, multiplicar; en la memorizacion
mecanica de diferentes "reglas" y férmulas, sino que, ante todo, acostimbrenles a
pensar con placer y conciencia. Lo demas se afladird con el tiempo. No molesten a
nadie con calculos y ejercicios mecanicos muy largos y aburridos.

Cuando a alguien le sean necesarios en la vida, los hara por si solo. Ademas ahora

para ello hay distintas maquinas calculadoras, tablas y otros dispositivos.

1911
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Prefacio de los Redactores a la Segunda Ediciéon

El libro de E. 1. Ignatiev, “En el reino del ingenio", escrito a principios de siglo, es
una de las primeras obras populares sobre matematicas editadas en ruso. En ella
encontramos gran cantidad de problemas de caracter recreativo, con diferente
grado de dificultad. Por regla general, estos problemas se resuelven utilizando
minimos conocimientos de aritmética y geometria, pero requieren reflexién y un
modo de pensar logico.

El libro estd destinado a un circulo de lectores muy amplio. Con satisfaccién y
utilidad lo leeran los alumnos de escuelas primarias y secundarias. Los padres
encontraran en él ejercicios interesantes para el desarrollo de la reflexién en nifios
de edad preescolar. Una parte de los problemas representan interés también para
lectores adultos. Dentro de cada capitulo los problemas estan distribuidos en un
orden conforme al aumento de la dificultad de su resolucion. Posiblemente, a los
lectores adultos algunos de ellos les parezcan conocidos. Esto es debido a que
muchos problemas del libro de E. I. Ignatiev fueron incluidos en ediciones
posteriores, difundiéndose ampliamente.

En los 70 afios transcurridos desde el momento en que E. I. Ignatiev escribiera su
libro, tuvieron lugar grandes cambios en la estructura civil y social de nuestro pais.
Los planteos de muchos problemas, que reflejan las relaciones reales del siglo
pasado (siglo XIX), al lector contemporaneo le pareceran extrafios. Hemos
recompuesto parte de estos problemas esforzandonos en actualizarlos, utilizarlos
como historias y cuentos viejos. Al mismo tiempo, en la medida posible hemos
conservado el lenguaje metaférico del autor. Han sido eliminados algunos capitulos
a nuestro juicio no muy interesantes para el lector contemporaneo. Al mismo
tiempo, ha sido anadida una pequefia cantidad de problemas de tematica
semejante.

Por su estructura la presente edicién se diferencia de la anterior (M., "Nauka,
1978"). A solicitud de los lectores hemos separado la soluciéon de los problemas,
consejos y algunos comentarios en un capitulo aparte. Procurando que el libro sea

comprensible para todos, en la nueva edicién se ha conservado el término "figuras
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iguales", intuitivamente claro. Tanto méas que en el libro no se trata de
construcciones matematicas formalizadas; los tridngulos y cuadrados que se

examinan, por regla general, son trozos de papel ordinario.

M. K. Potapov, Yu. V. Nesternko.
1978
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Capitulo 1

Problemas-bromas, problemas-acertijos e historias graciosas

1. El reparto
Repartir cinco manzanas entre cinco personas, de tal forma que a cada persona le

toque una manzana y que una manzana quede en la cesta.

2. ¢Cuantos gatos?
El cuarto tiene cuatro angulos. En cada angulo esta sentado un gato. Frente a cada
gato hay sentados tres gatos. En cada rabo esté sentado un gato. éCuantos gatos

hay en total en el cuarto?

3. El sastre
Un sastre tiene un trozo de pafio de 16 metros del cual corta cada dia un trozo de

dos metros. ¢Al cabo ele cuantos dias el sastre cortara el Ultimo trozo?

4. El numero 666
Aumentar el nUmero 666 a una vez y media sin realizar con él ninguna clase de

operaciones aritméticas.

5. El quebrado
¢Puede un quebrado, en el que el humerador es menor que el denominador, ser

igual a otro quebrado en el que el numerador es mayor que el denominador?

6. Partir una herradura

Con dos golpes de hacha partir una herradura en seis pedazos, pero sin mover los

pedazos después de dar el golpe.

7. ¢Qué dijo el anciano?

Colaboracion de Arturo Novoa 9 Preparado por Patricio Barros
Antonio Bravo



En el Reino del Ingenio E. I. Ignatiev

Dos jévenes cosacos, excelentes jinetes, con frecuencia hacian apuestas de quién
adelantaria a quién. Mas de una vez, bien uno bien otro, salia victorioso pero, al fin
y al cabo, esto les aburrié.

- Mira -dijo Grigori- vamos a apostar al contrario. Ganara la apuesta aquél, cuyo
caballo llegue a la meta segundo.

- Bueno - respondié Mijail.

Los cosacos montaron en sus caballos y salieron a la estepa. Se reuni6 una
multitud de espectadores: todos querian presenciar una apuesta tan extrafia. Un
viejo cosaco comenzd a contar dando palmadas:

- iUnol... iDos!... iTresl!...

Pero los competidores, claro esta, ni se movieron de sus sitios El publico comenzoé a
reir, criticar y discutir, decidiendo que una apuesta asi era imposible y que los
competidores permanecerian en sus sitios, como se dice, hasta el fin de los siglos.
En este momento, a la muchedumbre se acercé un anciano canoso, muy experto en
cosas de la vida.

- ¢Qué pasa? - preguntd. Le explicaron la situacion.

- iPues, veréis! - dijo el anciano - bastara con unas palabras que yo les diga para
que se lancen a galope como si les hubiesen escaldado.

Y efectivamente... se acercd el anciano a los cosacos, les dijo unas palabras y al
cabo de medio minuto los cosacos salieron galopando desesperadamente por la
estepa, empefados en adelantar uno al otro a todo trance. Pero la apuesta de todos
modos, la gané el jinete cuyo caballo llegd segundo.

¢Qué le dijo el anciano a los cosacos?
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Capitulo 2

Ejercicios con Cerillas

Consiga una caja de cerillas. Con ellas podra inventar una serie de ejercicios,
divertidos e ingeniosos, que le ayudaran a desarrollar la reflexion y el pensamiento.

He aqui, por ejemplo algunos de los mas simples.

8. Cien
Adjuntar a las cuatro cerillas (fig. 1) cinco cerillas mas de tal forma que obtengamos
cien.

La solucion de este ejercicio se da en la fig. 2.

INipin.

Figura 1 Figura 2

9. Ocho

A siete cerillas (fig. 3) afadirles otras siete, de tal forma que obtengamos ocho.

[T

Figura 3

10. La casa
Se ha construido una casa utilizando cerillas (fig. 4). Cambiar en ella la posicion de

dos cerillas, de tal forma que la casa aparezca de otro costado.

Colaboracion de Arturo Novoa 11 Preparado por Patricio Barros
Antonio Bravo



En el Reino del Ingenio E. I. Ignatiev

Figura 4

11. El cangrejo.
Un cangrejo de cerillas camina hacia arriba (fig. 5). Cambiar la posicidon de tres

cerillas, de tal forma que el cangrejo camine hacia abajo.

/\

VVV
/\

Figura 5

12. La balanza.
Una balanza, compuesta por nueve cerillas se halla en estado de desequilibrio

(fig.6). Es preciso cambiar la posicidon de cinco cerillas, de tal forma que la balanza

quede en equilibrio.
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_~7

\/ aEEE——
CEE——
Figura 6

13. Dos copas.
En dos copas, hechas con diez cerillas (fig. 7), cambiar la posicién de seis cerillas,

de tal modo que resulte una casa
X X
Figura 7

14. El templo
Para edificar este templo griego (fig. 8) se necesitaron once cerillas. Se requiere

cambiar en él la posicion de cuatro cerillas, de tal forma que resulten quince

cuadrados.
Figura 8
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15. La Veleta
En una veleta, hecha con diez cerillas (fig.9), es preciso cambiar de posicion cuatro

cerillas, de tal forma que se transforme en una casa.

/'_h
\'—n

Figura 9 Figura 10

16. El farol.
Cambiando la posicion de seis cerillas, es preciso transformar un farol (fig.10), en

cuatro tridngulos iguales.

17. El hacha
Cambiando de posicidon cuatro cerillas, transformar un hacha (fig.11), en tres

tridngulos iguales.

Colaboracion de Arturo Novoa 14 Preparado por Patricio Barros
Antonio Bravo



En el Reino del Ingenio E. I. Ignatiev
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Figura 11 Figura 12

18. La lampara
En una lampara, compuesta por doce cerillas, (fig.12), cambiar la posicion de tres

cerillas, de tal forma que resulten cinco tridangulos iguales.
19. La llave

Una llave estd hecha con diez cerillas (fig.13). Cambiar de lugar en ella cuatro

cerillas, de tal forma que resulten tres cuadrados.

/" \\ e
T+
_J N

Figura 13 Figura 14

20. Tres cuadrados
En el dibujo mostrado en la fig.14, cambiar la posicién de cinco cerillas, de tal forma

que resulten tres cuadrados.
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21. Cinco cuadrados
Las cerillas estan puestas segun la fig.15. Cambiar la posiciéon de dos cerillas con el

fin de obtener, cinco cuadrados iguales.

Figura 15 Figura 16
22. Tres cuadrados
En el dibujo representado en la fig. 16, quitar tres cerillas de tal forma que resulten

tres cuadrados iguales.

Figura 17

23. Dos cuadrados
En el dibujo representado en la fig. 17, cambiar la posicion de cinco cerillas, de tal

forma que resulten sélo dos cuadrados.

24. Tres cuadrados
En el dibujo de cerillas dado en la fig.18, trasladar tres cerillas, de tal forma que

resulten tres cuadrados iguales.
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Figura 18 Figura 19

25. Cuatro cuadrados
El dibujo representado en la fig.19, estd formado por cerillas. Cambiar en él la

posicion de siete cerillas de tal forma que resulten cuatro cuadrados.

26. Cuadrados
En la fig. 20, quitar ocho cerillas, de tal forma que:
1. queden sdlo dos cuadrados

2. queden cuatro cuadrados iguales

Figura 20

27. Cuatro triangulos

Con seis cerillas construir cuatro tridngulos equilateros iguales.
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28. Levantar quince cerillas con una cerilla
Coloque 16 cerillas de tal forma que todas ellas puedan ser levantadas sujetando

una sola cerilla.
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Capitulo 3

¢, Como Calcular?

29. El movimiento del dedo

Un nifio se quejaba que le era dificil retener en la memoria la tabla de multiplicar de
los primeros diez nUmeros por 9. Su padre hallé6 un método muy facil para ayudar a
la memoria utilizando loa dedos de las manos. He aqui este método.

Poner las dos manos juntas sobre la mesa y estirar los dedos. Supongamos que
cada dedo, en orden sucesivo, representa el numero correspondiente: el primero a
la derecha, el 1; el segundo, el 2; el tercero, el 3; el cuarto, el 4, y asi
sucesivamente hasta el décimo, que representara al nimero 10. Ahora podemos
hacer la multiplicacidon de cualquiera de los primeros diez nimeros por el niumero 9.
Para ello, sin mover las manos puestas sobre la mesa, se deberd alzar solamente
aquel dedo quo representa el nimero que querernos multiplicar. Entonces, los
dedos situados a la izquierda del dedo alzado, daran en suma el nUmero de decenas
y los situados a la derecha, el nUmero de unidades.

Multipliquemos, por ejemplo, 7 por 9. Poner las manos sobre la mesa y alzar el
séptimo dedo. A su izquierda quedaran 6 dedos y a su derecha, 3.

Entonces, el resultado de la multiplicacion de 7 por 9 sera igual a 63.

Este, a primera vista, sorprendente método de multiplicacién mecanica, enseguida
se hace comprensible si examinamos la tabla de multiplicar de los primeros diez

numeros por 9:

1x9 =09 6 x9 =54
2x9 =18 7x9 =63
3x9 =27 8x9 =72
4x9 =236 9x9 =281
5x9 =45 10x9 =90

Aqui las cifra, de las decenas, en las multiplicaciones, van aumentando
sucesivamente en una unidad: 0, 1, 2, 3, 4,..., 8, 9 mientras que las cifras de las

unidades, por el contrario, disminuyen en una unidad: 9, 8, 7,..., 1, 0. La suma de
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las cifras de unidades y decenas, en cualquier caso, dan 9. Esto se consigue con el
simple levantamiento del correspondiente dedo y asi... multiplicamos. La mano de

la persona es una de las primeras maquinas calculadoras.

30. Un recorrido por el océano

Diariamente, al mediodia, un buque sale del puerto de El Havre con direccion a
Nueva York a través del océano Atlantico y, al mismo tiempo, otro buque (de la
misma Compania sale de Nueva York con direccién a El Havre. El recorrido en una y
otra direccidén se realiza al cabo de 7 dias exactamente. é¢Con cuantos buques de la
misma compafiia que naveguen en direccidn contraria, se encontrard un buque

durante un recorrido de El Havre a Nueva York?

31. La venta de manzanas

Una campesina trajo al mercado una cesta de manzanas. Al primer comprador le
vendié la mitad de todas las manzanas y media manzana mas, al segundo, la mitad
de las restantes y media manzana mas, al tercero, la mitad de las restantes y media
manzana mas y asi sucesivamente. Cuando llegd el sexto comprador y compro la
mitad de las manzanas que le quedaban y media manzana mas, resulté que él y
que los demas compradores tenian todas las manzanas enteras y que la campesina
habia vendido toda su mercaderia. éCuantas manzanas trajo la campesina al

mercado?

32. La oruga

El domingo, a las seis de la mafiana, una oruga comienza a subir por un arbol.
Durante el dia, o sea, hasta las 18 horas, sube a una altura de 5 m, mientras que
durante la noche baja 2 metros. ¢Al cabo de cuantos dias y a qué hora, la oruga

alcanza la altura de 9 metros?

33. Dos ciclistas y una mosca
Dos ciudades, A y B, se encuentran a una distancia de 300 km. De estas ciudades,
salen dos ciclistas al encuentro uno de otro, avanzando a una velocidad de 50 km/h.

Junto con el primer ciclista de la ciudad A, sale volando una mosca a una velocidad
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de 100 km/h. La mosca adelanta al primer ciclista y vuela el encuentro del segundo,
que partidé de B. Al encontrarse con él, la mosca da la vuelta en direccién al ciclista
A. Encontrandose con éste, da nuevamente la vuelta hacia of ciclista B y asi
continla sus vuelos, hacia adelante y hacia atras, hasta que los ciclistas se
encuentran. Después la mosca se tranquiliza y se posa en la gorra de uno de los

ciclistas. éCuantos kildmetros vuela la moca?

34. Un perro y dos caminantes

Dos caminantes van por un mismo camino en una misma direccién. El primero
adelanta en 8 km al segundo y marcha a una velocidad de 4 km/h; el segundo hace
6 km a la hora. Uno de los caminantes tiene un perro el cual, precisamente en el
momento en quo comenzamos a vigilarles, eché a correr de su amo en direccion al
otro caminante a una velocidad de 15 km/h.

Después de alcanzarlo regresé al lado de su amo y nuevamente corrié donde el
segundo caminante. Asi continud corriendo de un caminante a otro hasta que éstos
se juntaron. Es preciso determinar el trayecto (la distancia total) recorrido por el

perro.

35. Rapida elevacién el cuadrado

Existe un procedimiento muy simple para elevar al cuadrado, de forma oral y
rapida, numeros de dos cifras terminados en 5. Para ello, se debe multiplicar el
nimero de decenas por el nimero entero mayor y mas cercano a este nimero de
decenas y al resultado se le afiade la cifra 25.

Por ejemplo, 35% = 1225; 85% = 7225.

Expliquese la razon.
36. Un numero interesante
Cierto numero termina en 2. Cambiando de lugar esta cifra y poniéndola al

principio, el niumero se duplica. Hallese este numero.

37. Hallar un ndmero
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Hallar un nimero, cuya divisién por 2 da un resto de 1; por 3, un resto de 2; por 4,
un resto de 3: por 5, un resto de 4; por 6, un resto de 5, mientras que por 7 se

divide sin resto.

38. Suma de numeros consecutivos

Para resolver este problema se pueden utilizar fichas de papel, que pueden ser
recortadas con facilidad, con circulitos dibujados a lapiz o a tinta. En la primera
ficha se hace un circulito, en la segunda, 2 circulitos, en la terrera, 3 y asi
sucesivamente hasta diez. Cada ficha debe hacerse en dos ejemplares. Después de
ello estaremos en plenas condiciones para resolver el problema siguiente.

Tenemos diez fichas, de una a diez. Es preciso determinar cuantos puntos en total
dan estas fichas sin proceder a una suma sucesiva de los puntos de la primera a los
de la segunda, el resultado de esta suma a los puntos de la tercera. etc., es decir,
sin hacer una fila de sumas consecutivas.

La cuestién consiste en determinar rdpidamente y sin proceder a sumas
consecutivas, la suma total de los primeros diez niumeros (de 1 a 10). Para ello,
colocamos en fila diez fichas: de la primera a la décima. Debajo de esta fila

colocamos otras diez fichas, pero en orden inverso:

1 2 3 456 7 8 9 10
10 9 8 7 6 54 3 2 1

Resultan dos filas, cada una de diez fichas, o diez columnas de dos fichas cada una.
Si contamos los puntos de cada columna, resultan ser 11. En total en las diez
columnas, o sea en las dos filas de fichas, tenemos diez veces once puntos, o sea
110. Pero, es evidente que las filas tienen la misma cantidad de puntos. Resulta,
pues, que la suma de todos los puntos de una fila es igual a la mitad de 110, o sea,
55. Es decir, diez fichas suman 55 puntos.

No es dificil comprobar que de la misma forma, sin proceder a sumas consecutivas,
podemos hallar la suma de cualquier serie de niumeros enteros consecutivos hasta
un numero determinado. Por ejemplo, la suma de todos los nimeros de 1 a 100 es

igual a la mitad de 101 multiplicado por 100, o sea, 5050.
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39. La recoleccidon de manzanas

Cien manzanas estan dispuestas en fila a la distancia de un metro una de otra. A la
misma distancia de la primera manzana, o sea, a un metro, el jardinero ha puesto
una cesta. Se pregunta: écuadl sera la longitud del recorrido que hara el jardinero si
decide recoger las manzanas una por una conforme estan en fila y llevarlas cada

vez a la cesta inmdvil, por separado?

40. El reloj de campana

¢Cuantos golpes da un reloj de campana durante un dia?

41. Suma de numeros naturales

¢Como hallar la suma de los n primeros nimeros naturales?

Con casos particulares de este problema ya nos encontramos antes. Veamos ahora
la idea de su resolucién geométrica. Dibujamos un rectangulo; dividimos uno de sus
lados en n partes iguales y su base n+1 partes. Desde los puntos divisorios
trazamos lineas paralelas a los lados del rectdngulo. Obtenemos una red que divide
el rectangulo en n (n+1) rectangulos pequefios e iguales (fig. 21).

El dibujo estad calculado para el caso n = 8. Rayarnos, a continuacion, las casillas

como se ve el dibujo. La cantidad de casillas rayadas se expresa por la suma

n+(n-1)+(n-2)+...3+2+1

Pero la cantidad de casillas blancas, si es cuentan por columnas de derecha a

izquierda, es igual a la misma suma.
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Figura 21

Entonces,

2(1+2 +3+... +n)=n(n+1)

de aqui obtenemos la respuesta:

1+ 2+ 3+..+ n"+2

42. Suma de numeros impares

1=1?
1+3=4=22
1+3+5=9=3?
1+3+5+7=16=4?

Posiblemente esta regularidad (la suma de numeros impares, tomados en orden
sucesivo comenzando por 1, es igual el cuadrado de la cantidad de estos numeros)

se conserve mas adelante. éComo comprobarlo?
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Capitulo 4

Pasos y cruces

43. COmo pasar un foso
Un campo cuadrangular estd rodeado por un foso, cuya anchura es igual en todas
partes (fig. 22). Tenemos dos tablas con un largo de cada una de ellas exactamente

igual al ancho del foso. ¢Cémo pasar el foso utilizando estas dos tablas?

Figura 22

44. Un destacamento de soldados

Un destacamento de soldados tiene que pasar indispensablemente un rio. Pero el
puente esta destruido y el rio es profundo. ¢Qué hacer? De pronto el comandante ve
dos niflos navegando en una barca no lejos de la orilla. Pero la barca es tan
pequefia que en ella pueden cruzar el rio al mismo tiempo un soldado o los dos
ninos Y nadie mas. No obstante, todos los soldados pasaron el rio precisamente en

dicha barca. ¢éCémo lo consiguieron?

45. El lobo, la cabra y la berza

Un campesino necesita pasar un rio con un lobo, una cabra y unas berzas. Pero la
barca es tan pequefia que en ella cabe el campesino y con él solamente el lobo, o la
cabra, o las berzas. Si deja al lobo con la cabra, el lobo se come la cabra; si deja a
la cabra con las berzas, la cabra se come las berzas. ¢éCoOmo pasé el campesino su

carga?
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46. Paso de tres caballeros con sus escuderos

Tres caballeros, cada uno acompafiado de su escudero, se reunieron a la orilla de un
rio con la intencién de pasar a la otra margen. Consiguieron encontrar una barca
pequefia de dos asientos, con la cual el paso del rio podia realizarse con facilidad,
ya que los caballos podian hacerlo a nado. Pero, un obstaculo por poco impidio
hacerlo. Todos los escuderos, como si lo hubiesen acordado, se negaron
rotundamente a quedarse en compania de caballeros desconocidos sin sus amos. No
valieron promesas ni amenazas. Los cobardes escuderos testarudamente se
mantuvieron en lo suyo. Y sin embargo, el paso del rio tuvo lugar. Las seis personas
pasaron a la otra orilla sin novedad, utilizando la barca de dos asientos y ademas

cumpliendo la condicion requerida por los escuderos. ¢Como lo hicieron?

47. Paso de cuatro caballeros con sus escuderos
¢Seria posible pasar el rio observando las mismas condiciones, si a su orilla se

reuniesen cuatro caballeros con sus escuderos?

48. Paso en una barca de tres asientos
Cuatro caballeros con sus escuderos llegan a la orilla de un rio en la que hallan una
barca de tres asientos. ¢Podrdn pasar a la otra orilla observando las condiciones de

los problemas anteriores?

49. Paso de un rio con una isla

Cuatro caballeros con sus escuderos necesitan pasar un rio en una barca, sin
remero, en la que caben no mas de dos personas.

En el medio del rio hay una isla en la que se puede desembarcar. ¢CoOmo deberan
obrar para pasar el rio de tal forma que ni en las orillas, ni en la isla, ni en la barca
ningln escudero se encuentre en compafia de caballeros extrafios sin la presencia

de su amo?

50. En una estacion del ferrocarril
El tren A se aproxima a una estacion, pero le va alcanzando otro tren A, que lleva

mas velocidad y al cual es preciso dejar pasar. En la estacién hay un desvio al que
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se pueden apartar temporalmente los vagones de la via principal. Pero este desvio
es tan corto quo en él no entran todos los vagones del tren B. Se pregunta: écdmo

dejar pasar al tren A?

51. Cruzamiento de seis barcos

Por un canal, navegan tres barcos: A, B, C, en fila. A su encuentro, también en fila,
aparecen otros tres barcos: D, E, F, El ancho del canal es tal que no permite realizar
el cruce de dos barcos, pero, por una orilla, el canal tiene una bahia en la que puede

caber un solo barco. éPodran cruzar los barcos y de tal forma continuar su marcha?
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Capitulo 5

Repartos en circunstancias dificiles

52. Partes grandes en lugar de pequeias

Dividir en partes iguales 5 rosquillas entre seis nifios, pero sin cortar ninguna
rosquilla en seis partes iguales.

Problemas semejantes se pueden inventar cuantos se quieran. Asi, por ejemplo, en
este problema en lugar de 5 rosquillas y 6 nifios se puede poner 7 rosquillas y 6
nifos; 7y 10; 9y 10; 10y 11y 13y 10; 7y 12; 11y 12; 13y 12; 9y 14; 11y
14; 13y 14; 15y 14; 17 y 14, etc.

En todos los problemas de esta clase las partes pequefias deben transformarse en
partes mas grandes. Variar estos problemas se puede de muchas formas, por
ejemplo, proponiendo preguntas como ésta:

¢Se puede dividir 5 pliegos de papel entre ocho escolares, no dividiendo ningun
pliego en ocho partes?

Estos problemas son muy Uutiles para la comprensién clara y rapida del contenido de

los quebrados.

53. ¢{Quién tiene razén?

Dos lefiadores, Nikita y Pavel, desde la madrugada trabajaban en el bosque y se
sentaron a desayunar. Nikita tenia 4 panecillos y Pavel, 7. En ese momento se les
acerca un cazador.

- {Mirad!, compaferos, me he extraviado en el bosque, mi aldea queda lejos y
tengo muchas ganas de comer, dividid conmigo vuestro desayuno!

- Bueno, pues siéntate; dividiremos lo que tenemos, le respondieron Nikita y Pavel.
Los 11 panecillos fueron divididos en parles iguales entre los tres. Después de
desayunar el cazador buscé en los bolsillos, encontré6 dos monedas, una de 10
kopeks y otra de 1 kopek, y dijo:

- iDispensadme, compafieros, no tengo mas dinero! iDividid esto como os parezca!
El cazador se fue y los lefladores comenzaron a razonar. Nikita propuso.

- iA mi juicio, debemos dividir el dinero en dos partes iguales!

Pero Pavel respondio:
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- Por 11 panecillos 11 kopeks, Por cada panecillo un kopek. Tu tenias cuatro
panecillos, a ti te corresponden 4 kopeks; yo tenia 7 panecillos, a mi me
corresponden 7 kopeks.

¢Quién de los dos hizo bien la cuenta?

54. Una discusioén

Tres campesinos, Ivan, Piotr y Nikolai, por un trabajo que realizaron recibieron un
saco de trigo. Desgraciadamente no tenian a mano medida alguna y se vieron
obligados a dividir el trigo a ojo. El mas viejo de los campesinos, Ivan, dividio el
trigo en tres montones, a su parecer, iguales:

- Toma tu el primer montdn, Piotr, el sequndo que lo coja Nikolai y el tercero sera
para mi.

- Yo no estoy conforme, se opuso Nikolai, pues mi montédn de trigo es el mas
pequefo.

Discutieron los campesinos, Por poco no rifien. Pasaban trigo del primer montén al
segundo, del segundo al tercero, pero de ninguna forma podian llegar a un acuerdo;
siempre alguno de ellos quedaba desconforme.

- Si fuésemos dos, yo y Piotr, exclamé indignado Ivan, en un instante lo dividiria,
liaria dos montones de trigo iguales y propondria a Piotr escoger cualquiera de ellos,
yo me llevaria el que quedase. Asi los dos estariamos satisfechos. Pero aqui, no sé
qué hacer.

Se pusieron a pensar los campesinos coémo dividir el trigo de tal forma que todos
guedasen satisfechos, que cada uno estuviese seguro que recibid no menos de la
tercera parte. Y lo resolvieron.

Resuélvanlo también ustedes.

55. Reparto entre tres

Tres mercaderes deben repartir entre si 21 barricas, de las cuales, 7 estan
totalmente llenas de kvas (bebida rusa fermentada); 7 estan llenas hasta la mitad y
7 vacias. Se pregunta, como dividir estas barricas de tal forma, que a cada
mercader le corresponda la misma cantidad de kvas y la misma cantidad de

barricas, sin pasar kvas de una barrica a otra.

Colaboracion de Arturo Novoa 29 Preparado por Patricio Barros
Antonio Bravo



En el Reino del Ingenio E. I. Ignatiev

56. Reparto entre dos

Dos personas deben repartir, en partes iguales, 8 calderos de kvas, depositado en
una barrica grande. Pero para ello tienen solamente dos barricas, en una de las
cuales caben 5 calderos y en otra, 3 calderos. ¢Podran dividir el kvas utilizando

solamente estas tres barricas?

57. Reparto por mitades
¢Qué hacer si, manteniendo las condiciones del problema anterior, las barricas
vacias tienen capacidades de 11 y 6 calderos respectivamente, y en la barrica

grande hay 16 calderos de kvas?

58. Reparto de kvas
Tenemos tres barricas con una capacidad de 6 calderos, 3 calderos y 7 calderos,
respectivamente. La primera contiene 4, y la tercera, 6 calderos de kvas, Es preciso

repartir el kvas en dos partes iguales utilizando solamente estas tres barricas.
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Capitulo 6

Cuentos e historias antiguas

59. De c6mo un ganso y una cigieia resolvieron un problema

Volaba una bandada ale gansos y a su encuentro un solo ganso: “iHola, cien
gansos!" saluda el ganso a la bandada de gansos. Un ganso ya viejo, que volaba a
la cabeza de la banda, le responde: "iNo, no somos cien gansos! Pero si fuésemos
otros tantos, mas la mitad, mdas la cuarta parte y también tu, ganso, entonces
seriamos cien gansos. Pero ahora... iCalculalo tu, cuantos somos!"

Siguidé volando el ganso solitario y se puso a pensar. iEn efecto! ¢Con cudantos
hermanos gansos se encontré? Pensaba y pensaba el ganso, pero por mas calculos
gue hacia no podia resolver el problema. De pronto vio a la orilla de un estanque,
una cigliefa; vagaba la zancuda en busca de ranas. La cigliefia es un ave arrogante,
gue goza entre otras aves de fama como matematica; pasa dias enteros pensando,
a veces inmovil sobre una pata, por lo visto, resolviendo problemas. Se alegré el
ganso, bajo al estanque, nadd hacia la cigliefia y le conté cdmo se habia encontrado
con una bandada de hermanos gansos y el problema que le habia planteado el
ganso-guia, que no podia resolver de ninguna forma.

-iBueno! - dijo con importancia la cigliefa, probaremos resolverlo. Pero estate

atento y esmérate en comprenderme. é¢Me escuchas?

Figura 23

- iTe escucho y me esmeraré!, respondié el ganso.

- Entonces... écdmo te dijeron? ... Si a los gansos con que te encontraste agregases
otros tantos, mas la mitad, mas la cuarta parte y también a ti, entonces serian cien
gansos. ¢Asi?

- iAsi! respondio el ganso.

- Ahora- dijo la cigiefia, mira lo que voy a trazar en las arenas de esta orilla.
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La ciglefa encorvé el pescuezo y con el pico trazd una raya, al lado otra igual,
luego otra igual a la mitad y otra igual a la cuarta parte de las primeras, por ultimo
otra pequeiiita, casi como un punto. Resulté lo mostrado en la fig. 23. El ganso
nadé hasta la misma orilla, sali6¢ tambaledndose a la arena, mird, pero no
comprendié nada.

- ¢Comprendes? -pregunto la cigliefia.

- iTodavia no!- respondié con tristeza el ganso.

- iVaya! Pues mira: conforme te dijeron,"una banda mas otra banda mas la mitad
de una banda mas la cuarta parte de una banda y también tu, ganso", asi lo he
dibujado yo una raya, mas otra raya, mas media raya, mas un cuarto de raya y por
ultimo una rayita pequefia, es decir, a ti, ¢Comprendiste?

- iSi, comprendo! -con alegria respondié el ganso.

¢Si a la banda con que te encontraste afades otra banda, mas la mitad de una
banda, mas cuarto de banda y también a ti, ganso, cuantos gansos en total serian?
- iCien gansos!

- ¢Y sin ti cuantos? -- Noventa y nueve.

- iBien! Quitemos en nuestro dibujo la rayita que te representa a ti, ganso, y
marquemos que quedan 99 gansos.

La cigliefia con el pico hizo en la arena lo que vemos en la fig. 24.

Figura 24

- Ahora reflexiona un poco- continud la cigliefia, un cuarto de banda mas una mitad
de banda, écuantos cuartos de banda son?

El ganso se quedd pensativo, mird las lineas dibujadas en la arena y dijo:

- iLa linea que representa la mitad de una banda es dos veces mas larga que la
linea que indica un cuarto de banda, es decir, en una mitad van incluidos dos
cuartos. Entonces, una mitad mas un cuarto de banda, es lo mismo que tres cuartos

de banda.
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- iBravo!- elogid la ciglefia al ganso. — Y una banda completa, écuantos cuartos
contiene? - - iClaro que cuatro!- respondio6 el ganso.

- iCierto! Pero en nuestro caso tenemos una banda, mas otra banda, mas la mitad
de banda, mas un cuarto de banda y todo ello supone 99 gansos. Entonces, si
pasamos todo a cuartos, écuantos cuartos en total resultan?

El ganso lo pensé y dijo:

- Una banda es lo mismo que 4 cuartos de banda, mas otra banda, otros 4 cuartos,
en total 8 cuartos; luego una mitad de banda es igual a 2 cuartos, sumando
tenemos 10 cuartos de banda y, por ultimo, un cuarto mas de banda, en total 11
cuartos de banda lo que supone 99 gansos.

- iBien!- dijo la cigliefia -Ahora dime: équé has obtenido al fin y al cabo?

- He obtenido- respondié el ganso -que en once cuartos de la banda con que me
encontré estan incluidos 99 gansos.

- Y por consiguiente, écuantos hay en un cuarto de banda? El ganso dividié 99 por
11 y respondid: - En un cuarto de banda hay 9 gansos.

- ¢Y en una banda completa, cuantos?

- Una banda completa consta de cuatro cuartos... Yo me encontré con 36 gansos-
exclamo con alegria el ganso.

- iEso es! - pronuncié con orgullo la cigliefa - iTu solo, por lo visto, no llegarias a

acertarlo!... iAy de ti... ganso!

60. Un campesino y el diablo

Iba un campesino por un camino llorando: "iCaramba! iQué vida tan amarga! iMe
veo acuciado por la necesidad! En mi bolsillo tengo tan sélo unas monedas de cobre
y ahora debo entregarlas. ¢Y como se las arreglan otros que por el dinero que
tienen reciben mas dinero? Si alguien, por lo menos quisiera ayudarme". Apenas
acabd de pronunciar estas palabras, mira y ve que delante de él esta el diablo.

- Bueno- le dice -si quieres, yo puedo ayudarte. Y esto no serd dificil. {éVes ese
puente que atraviesa el rio?

- iSi, lo veo!- responde el campesino con temor.
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- Pues basta con que pases por él para que dupliques el dinero que tienes ahora. Si
pasas de regreso, otra vez se duplicara tu dinero, en una direccién u otra, tendras
exactamente dos veces mas dinero que el que tenias antes de pasarlo.

- ¢De veras?- pregunta el campesino.

- iDoy palabra- le asegura el diablo - pero, con una condicion! Por yo duplicarte el
dinero, tu cada vez que pases el puente me dards 24 kopeks. De lo contrario, no
estoy de acuerdo.

- iBueno, no hay mal en ello!- responde el campesino.- Ya que el dinero
continuamente va a duplicarse épor qué no darte cada vez 24 kopeks? iA ver,
probemos!

Pasd el campesino el puente una vez, contd el dinero.

En efecto, tenia dos veces mas. Tird 24 kopeks el diablo y pasé el puente otra vez.
De nuevo tenia dos veces mas dinero que antes. Contd 24 kopeks, se los dio al
diablo y paso6 puente por tercera vez. El dinero otra vez re duplicd. Pero resulté que
esta vez eran exactamente 24 kopeks los que, segun el acuerdo... tenia que dar al
diablo. Se los dio y se quedd sin un kopek.

¢Cuanto dinero tenia e! campesino a un principio?

61. Los campesinos y las patatas

Tres campesinos entraron en una posada a descansar y comer. Encargaron a la
duefia que les cociese patatas y se durmieron. La duefia cocié las patatas, pero no
despertd a los campesinos, sino que puso la olla con la comida sobre la mesa y se
fue. Se despertd uno de los campesinos, vio las patatas y, para no despertar a sus
compafieros, las contd, comid su parte y se durmié de nuevo. Al poco rato se
despertd otro; no sabiendo que uno de sus compafieros ya se habia comido su
parte, contd las patatas que quedaban, comié la tercera parte y otra vez se echd a
dormir. Después se despertd el tercero; creyendo que era el primero en despertarse
conté las patatas que quedaban en la olla y se comié la tercera parte. En este
momento se despertaron sus compafieros y vieron que en la olla quedaban 8
patatas. Entonces, todo quedd claro.

Hallar cuantas patatas sirvié a la mesa la duefia, cuantas se comid y cuantas mas

deberian comer cada campesino, para que a todos les tocasen partes iguales.
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62. Dos pastores

Se encontraron dos pastores, Ivan y Piotr. Ivan le dice a Piotr. "iDame una oveja,
entonces tendré dos veces mas ovejas que tu!". Pero Piotr le contesta: "iNo! Mejor
gue me des tU una oveja, entonces tendremos los dos la misma cantidad de ovejas"

¢Cuantas ovejas tenia cada pastor?

63. Las campesinas perplejas

Dos campesinas vendian en el mercado manzanas. Una vendia 2 manzanas por un
kopek la otra, 3 por 2 kopeks.

Cada una tenia en su cesta 30 manzanas, asi que la primera calculaba recibir 15
kopeks, la segunda, 20 kopeks. Las dos juntas deberian recibir 35 kopeks.
Calculando de tal forma y para evitar riflas y no quitarse compradores entre si, las
campesinas decidieron unir sus manzanas y venderlas conjuntamente, razonando,
al mismo tiempo de la forma siguiente: "Si yo vendo un par de manzanas por un
kopek y tu tres por 2 kopeks, entonces, para recibir cada una el dinero que nos
corresponde, tenemos que vender cinco manzanas por 3 kopeks."

Lo dicho, hecho. Juntaron las vendedoras sus manzanas (resultaron en total 60) y
comenzaron a vender 5 manzanas por 3 kopeks.

Las vendieron y quedaron perplejas: resultd que por sus manzanas habian recibido
36 kopeks, es decir, uno mas que lo que pensaban recibir.

Las campesinas se pusieron a pensar: éde donde salid el kopek sobrante y a quién
de ellas pertenece? {Y como dividir ahora el dinero obtenido?

¢Efectivamente, como sucedié?

Mientras estas dos campesinas razonaban sobre su inesperada ganancia, otras dos,
después de escuchar lo ocurrido, también decidieron ganar un kopek mas.

Cada una de ellas tenia también 30 manzanas, pero la primera vendia dos
manzanas por un kopek y la segunda, 3 por un kopek. La primera deberia obtener
de la venta 15 kopeks y la segunda, 10; las dos juntas deberian obtener 25 kopeks.
Decidieron, entonces, vender sus manzanas también en conjunto, razonando

exactamente lo mismo que las primeras vendedoras: "si yo vendo 2 manzanas y tu
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3 por un kopek, entonces, para recibir cada una el dinero que nos corresponde
debemos vender 5 manzanas por 2 kopeks."

Juntaron las manzanas, vendieron 5 por 2 kopeks e inesperadamente resultd que
habian obtenido sélo 24 kopeks, o sea, uno menos que lo calculado.

También se quedaron pensativas estas campesinas: écomo es posible y quién de las

dos tendra que quedarse sin un kopek?

64. Un hallazgo

Cuatro campesinos: Sidor, Carp, Pajom y Foma, regresaban de la ciudad
lamentandose de que no habian ganado nada.

-iEh!- dijo Sidor - si encontrase una bolsa de dinero cogeria solamente la tercera
parte, lo demas, junto con la bolsa, os lo daria a vosotros.

- Yo - exclamod Carp - lo dividiria entro todos nosotros por igual.

- Yo me quedaria satisfecho con tan sélo la quinta parte - dijo Pajom.

- A mi me bastaria con la sexta parle - afiadié Foma.

- Pero, para qué hablar... iComo si fuese cosa habitual encontrar dinero en un
camino! ¢Quién lo va tirar para nosotros?

De pronto... ni mas ni menos, ven en el camino una bolsa, la levantaron y
decidieron repartir el dinero hallado conforme el deseo expresado por cada uno, es
decir, a Sidor, la tercera parte, a Carp, la cuarta, a Pajom, la quinta y a Foma, la
sexta parte.

Abrieron la bolsa y hallaron en ella 8 billetes, uno de tres rublos y los demas de un
rublo, cinco rublos y diez rublos. Mas ninguno de los campesinos podia apoderarse
de su parte sin hacer cambio. Entonces decidieron esperar para ver si podian hacer
cambio con algun pasajero. De pronto ven aproximarse a un jinete; los campesinos
le detienen.

Pues nos pasa lo siguiente - le dicen - hemos encontrado una bolsa con dinero y
qgueremos dividirlo entre nosotros de tal y tal forma. iPor eso, sé bondadoso y
cambianos un rublo!

- Un rublo yo no os puedo cambiar, pero dadme la bolsa con el dinero; yo meteré
en ella mi rublo y de todo el dinero daré a cada uno su parte; yo me quedaré con la

bolsa.
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Los campesinos se conformaron con alegria. El jinete juntd todo el dinero, dio al
primer campesino 1/3, al segundo 1/4, al tercero 1/5 y al cuarto 1/6 partes de todo
el dinero y é! se quedd con la bolsa.

- Bueno, gracias, amigos - exclamoé el jinete - vosotros os vais contentos y yo
también. Con estas palabras echd su caballo a galope. Los campesinos quedaron

pensativos. - ¢Por qué nos agradecié?

¢Cuantos billetes en total tenemos? -pregunté Carp. Los contaron, resultaron 8

Pero, {dénde estd e! billete de 3 rublos? éQuién lo tiene?

iNadie lo tiene!

¢Cémo es posible, compaferos? ¢Resulta que el jinete nos estafé? Vamos a contar
en cuanto a quién engafd...

Calcularon.

- iNo, amigos, yo recibi mas de lo que me correspondia! - dije Sidor.

- Y yo también recibi 25 kopeks mas - dijo Carp.

- ¢COmo es posible? iA todos dio mas que lo que nos correspondia y se llevd el
billete de tres rublos! iPues vaya, de qué manera tan habil nos engafid! - decidieron
los campesinos.

¢éCuanto dinero encontraron los campesinos? élLes engafid el jinete? éQué billetes

dio a cada uno de ellos?

65. El reparto de camellos

Un anciano, que tenia tres hijos, les ordend que después de su muerte repartieran
un rebafo de camellos de su pertenencia, de tal forma que al hijo mayor le tocase
la mitad de todos los camellos, al mediano, una tercera parte y al menor, una
novena.

Fallecidé el anciano y les dejo 17 camellos. Los hijos comenzaron el reparto, pero
resultd que el nUmero 17 no se dividia por 2, ni por 3 ni por 9. Desconcertados sin
saber qué hacer, los hermanos se dirigieron a un sabio. Este vino donde ellos en su
propio camello e hizo el reparto conforme al testamento del anciano. éCémo lo

logro?

66. Cuanta agua hay en la barrica?
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Dicese en un cuento que cierto duefio contratando a un sirviente le propuso el
siguiente examen:

- Ahi tienes una barrica, llénala de agua exactamente hasta la mitad, ni mas ni
menos. Pero, ten en cuenta, no debes utilizar ni palo, ni cuerda ni cualquier otro

objeto para medir. El sirviente cumplié of encargo. ¢Cémo lo hizo?

67. Disposicion de centinelas

A lo largo de las paredes de un bastién cuadrado era preciso poner 16 centinelas. El
comandante los distribuyd segun la fig. 25, con 5 personas en cada lado. Después
vino el coronel y, no satisfecho de la posicion de los centinelas, dio la orden de
distribuir a soldados de tal forma que en cada lado estuviesen 6. Después del
coronel llegé el general, se enfadd con el coronel por su orden y distribuyd los
soldados de modo que quedaron 7 personas por cada lado.

¢Cuales fueron las distribuciones en los dos ultimos casos?

68. El dueio burlado

Cierto dueno construyd en el sétano de su casa un armario era forma de cuadrado
dividido en secciones. Dejo la seccidn central libre para colocar en ella botellas
vacias y en las restantes colocd 60 botellas de aceite: 6 botellas en cada seccién
angular y 9 botellas en cada seccidn lateral. De tal forma, en cada lado del cuadrado
colocd 21 botellas (fig. 26).
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Figuras 25y 26
Distribucioén inicial de las botellas
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Uno de sus criados observé que su amo comprobaba la cantidad do botellas,
contandolas solamente por los lados del cuadrado y cerciorandose (lo que habia en
cada uno de ellos 21 botellas. Entonces el criado se llevd 4 botellas y distribuyé las
restantes de tal forma que nuevamente resultasen 21 botellas en cada lado. Al dia
siguiente, el dueno contd las botellas de la misma forma y pensé que la cantidad de
éstas era la misma y que el criado Unicamente habia cambiado su distribucion. El
criado aproveché el error de su amo y se llevd otras cuatro botellas, colocando las
restantes de tal forma que en cada lado del cuadrado otra vea hubiese 21 botellas.
Y asi continudé obrando hasta que fue posible. La pregunta es écudntas veces el

criado se llevo botellas y cuantas botellas se llevé en total?

69. El cuento sobre el principe Ivan y Kaschéi el Inmortal, que sabia contar
solamente hasta diez

De este cuento citaremos sélo algunos fragmentos. El cuento es muy entretenido,
pero a nosotros nos interesan los problemas matematicos que surgen en él.

"Vivia en cierto reino el principe Ivan. Tenia tres hermanas: las princesas Maria,
Olga y Ana. Sus padres habian fallecido.

Caso el principe Ivan a sus hermanas con los zares de los reinos de cobre, plata y
oro y se quedo solo. Un afio entero vivio el principe Ivan sin sus hermanas y
comenzd a echarlas de menos. Decidid, entonces, ir en busca de ellas para
visitarlas".

Mas adelante el cuento relata de cdmo el principe Ivan se encontré con Elena la
Hermosa, de como se enamoraron, de como la raptdé Kaschéi el Inmortal decidiendo
hacerla su mujer. Se negd Elena la Hermosa a ser mujer de Kaschéi e indignado
éste la convirtié en un abedul blanco vy fino.

“Reunié el principe Ivan a sus guerreros y se fue en busca de Elena la Hermosa.
Mucho camino anduvo hasta que dio con una casucha donde vivia la bruja Yaga. Le
conté el principe Ivan a dénde y a qué se dirigia. La bruja Yaga hacia ya mucho
tiempo que contendia con Kaschéi y decidié ayudar al principe Ivan:

Para liberar a Elena de los encantos do Kaschéi deberas reunir a las puertas de su

palacio a los zares de los reinos de cobre, de plata y de oro. Justamente a la media
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noche deberan ellos y tu también pronunciar juntos una palabra magica. Entonces
los encantos perderan su fuerza y Kaschéi se vera imposibilitado de actuar.

Un cuervo negro escuchd esta conversacion de la bruja con el principe Ivan y se lo
comunicé todo a Kaschéi.

Al despedirse del principe Ivan, la bruja Yaga le dio un anillo magico

- Este anillo te conducird donde vive Kaschéi. Y si para algo te hace falta abrir o
cerrar algun cerrojo pideselo al anillo que lo haga. Lo cumplird en un instante.
Kaschéi el Inmortal acechd al principe Ivan, le capturd y tird, junto con sus
guerreros, a un subterraneo profundo y oscuro.

-Jamas veras, Ivan, a Elena la Hermosa.

Mas adelante el cuento describe el subterraneo. Era una cueva cuadrada, que tenia
8 celdas situadas a lo largo de las paredes (las hemos representado
condicionalmente en la fig. 27 en forma de cuadrados pequefios). Las celdas se
comunicaban entre si y todo el subterrdneo, que tenia una sola salida, se cerraba
fuertemente con siete candados. En total eran 24 guerreros junto con el principe
Ivan y Kaschéi los distribuyd en las ocho celdas por iguales.

Cada tarde venia Kaschéi al subterrdneo a burlarse del principe y cada vez contaba
sus prisioneros. Sabia contar solamente hasta diez, por eso contaba la cantidad de
cautivos que habia en tres celdas a lo largo de cada pared del subterrdaneo y como

eran 9 se quedaba tranquilo.

104

Figura 27

Las dificultades no abatieron al principe Ivan. Con ayuda del anillo magico abrid los
siete candados y envié a tres de sus guerreros con mensajes donde los zares de los
reinos de cobre, plata y oro. Y para que Kaschéi no sospechara nada, el principe
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Ivan distribuyd a los guerreros restantes por las celdas de tal forma, que a lo largo
de cada pared del subterraneo hubiese 9 personas. Como siempre vino por la tarde
Kaschéi, refunfuind que los guerreros no estaban sentados en sus sitios. Los contd a
lo largo da cada pared y no sospechd nada.

Al cabo de un tiempo llegaron los mensajeros donde los zares de los reinos de
cobre, plata y oro, les relataron todo lo que habia pasado y junto con ellos
regresaron al subterraneo del palacio de Kaschéi, precisamente en el momento en
que decidié Kaschéi revisar el subterraneo. El principe Ivan distribuyd a todos sus
guerreros y a los tres zares llegados de tal forma que de nuevo en las celdas, a lo
largo ele cada pared, estuviesen sentadas 9 personas. Y otra vez consiguié engafar
a Kaschéi.

Después el cuento narra cdmo, justamente a la medianoche, los tres zares, junto
con el principe Ivan, se acercaron a las puertas del palacio de Kaschéi y
pronunciaron la palabra magica, cémo salié Elena la Hermosa del encanto, cémo
consiguieron huir todos del reino de Kaschéi y, por fin, cdmo se casaron el principe
Ivan y Elena la Hermosa.

El cuento asi termina, pero ¢Cémo distribuyd a los cautivos el principe Ivan?

70. A recoger setas

Un abuelo fue a recoger setas al bosque con sus cuatro nietos. En el bosque se
dispersaron y comenzaron a buscar setas. Al cabo de media hora el abuelo se senté
debajo de un arbol a descansar y recontar las setas: resultaron 45. En ese
momento regresaron donde él los nietos, todos con sus cestas vacias; ni uno de
ellos habia encontrado setas.

- iAbuelo! - le pide uno de los nietos - dame tus setas, para que mi cestita no esté
vacia. Tal vez me des la suerte y recoja muchas setas.

- iY a mi, abuelo!

- iY también a mi dame!

El abuelo repartié todas sus setas entre los nietos. Después nuevamente se
dispersaron todos y sucedié lo siguiente. Uno de los nifios encontré dos setas mas,

otro perdid 2, el tercero encontré tantas setas mas, cuantas le habia dado el abuelo

Colaboracion de Arturo Novoa 41 Preparado por Patricio Barros
Antonio Bravo



En el Reino del Ingenio E. I. Ignatiev

y el cuarto perdi6é la mitad de las setas recibidas del abuelo. Cuando regresaron a
casa y contaron sus setas resultd que todos tenian la misma cantidad.
¢Cuantas setas recibid del abuelo cada nifio y cuantas tenia cada uno de ellos

cuando regresaron a casa?

71. ;Cuantos habia?

Una mujer llevaba a vender una cesta de huevos. Un transelnte, con el que se
cruzo, por descuido, le empujé de tal forma que la cesta cayé al suelo y todos los
huevos se cascaron. El transelnte quiso pagar a la mujer el precio de los huevos
cascados y le preguntd cuantos eran. "Yo no recuerdo - dijo la mujer - solamente sé
bien que cuando los colocaba en la cesta de dos en dos, me quedd uno de mas.
Exactamente lo mismo, me quedaba siempre un huevo cuando los colocaba de tres
en tres, de cuatro en cuatro, de cinco en cinco y de seis en seis. Pero cuando los
colocaba de siete en siete no me quedaba ni un sélo huevo". éCudntos huevos

l[levaba?

72. El reloj bien puesto en hora

Dos amigos Piotr e Ivan, viven en una misma ciudad no lejos uno del otro. Cada
uno tiene en su casa solamente un reloj de pared. Un dia Piotr se olvidé de dar
cuerda a su reloj y éste se pard. "Pues me voy de visita donde Ivan y al mismo
tiempo miro qué hora decidié Piotr. Después de estar cierto tiempo de visita en casa
de Ivan, Piotr regresd a su casa y puso su reloj de pared exactamente en hora.

¢Podriais vosotros hacer lo mismo?

73. Restauracion de unos apuntes

En un libro de cuentas figuraba el apunte que reproducimos en el dibujo 28. Este
resultd manchado con tinta en varias partes de tal modo que no era posible
comprender ni la cantidad de trozos vendidos, ni las primeras tres cifras de la suma

obtenida.
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Figura 28

La pregunta es: ése puede, por los datos conservados, determinar la cantidad de

trozos vendidos y el total de la suma obtenida?

74. Los bribones

En una fonda habia cuatro mesas, una a lo largo de cada pared. De unas maniobras
regresaban hambrientos 21 soldados y se detuvieron a comer en ella, e invitaron
también al dueno a comer. Se sentaron todos de la siguiente manera: a tres mesas,
los soldados, de a 7 por cada una de ellas; a la cuarta se sentd el duefio (en la fig.

29 los soldados y el duefio estan representados por rayitas).

NEREEN

kLN 4

Figura 29

Los soldados acordaron con el dueifio que pagaria la cuenta aquél que quedase
ultimo, observando la siguiente condicidon: contando por orden (en el sentido de las
agujas del reloj) a todos, incluido el duefo, se libera de pagar cada séptimo. El
liberado inmediatamente se va de la fonda y a continuacién en la cuenta no
participa. Resultd que el duefio quedd el ultimo. éPor quién comenzaron a contar?

éPor quién se deberia comenzar a contar, si fuesen solamente 4 a cada una de las

tres mesas?
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75. Apuesta de un cochero con un pasajero

En una posada un pasajero impaciente al ver al cochero le pregunta:

- ¢No es hora ya de aparejar?

- iPues no! - responde el cochero - aun queda media hora hasta la salida. Eso es lo
suficiente para veinte veces aparejar, desaparejar y otra vez aparejar. No es la
primera vez que lo hacemos.

¢Cuantos caballos se aparejan a un carruaje?

-Cinco.

-¢Y cuanto tiempo se necesita para aparejarlos?

- Pues... unos dos minutos, no mas.

- ¢Es posible? - duda el pasajero. - Aparejar cinco caballos en dos minutos... Me
parece demasiado rapido...

- Eso es muy facil - responde of cochero. -

Sacan los animales con los arreos ya puestos, con los tirantes y boleas, con las
riendas. Queda solamente enganchar los anillos de las boleas a los ganchos, alinear
los dos caballos del centro a la lanza, coger las riendas, sentarse en el pescante y
asunto concluido... iPuedes arrear! Es cosa sabida...

- iBueno! -dice el pasajero. - Supongamos que de tal forma se pueden aparejar y
desaparejar las caballerias veinte veces en media hora si se quiere. Pero, si es
preciso cambiar todos los caballos de lugar, entonces hacerlo si que sera imposible
no solamente en media, sino en dos horas.

-iTambién es cosa facil! - responde con orgullo el cochero. iCOmo si no fuese
necesario a veces hacerlo! En cualquiera combinaciéon puedo cambiar los caballos de
lugar en una hora e incluso en menos. iUn caballo se cambia con otro y basta! iEs
cuestion de un minuto!

- No, tu cambia los caballos no de las formas para ti mas convenientes -observa el
pasajero- sino de todas las formas posibles de combinar cinco caballos, contando
para cada uno de los cambios un minuto, como tu acabas de decir alabandote.

Estas palabras hirieron el orgullo del cochero.

- Claro que puedo aparejar todos los caballos de todas las formas posibles en no

mas de una hora.
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- iYo daria cien rublos, solamente por ver cdmo lo haces en una hora! - Exclama el
pasajero.

- Pues yo, aunque soy pobre, pagaré por su viaje en la diligencia, si no hago lo que
digo -responde el cochero.

Asi acordaron. ¢Cual fue el resultado de la apuesta?

76. ¢Quién con quién esta casado?

Tres campesinos, Ivan, Piotr y Alexei, llegaron al mercado con sus mujeres: Maria,
Ekaterina y Anna. Quién con quién estd casado no lo sabemos. Es preciso
averiguarlo a base de los siguientes datos: cada una de estas seis personas pagd
por cada objeto comprado tantos kopeks cuantos objetos comprd. Cada hombre
gastd 48 kopeks mas que su mujer. Ademas, Ivan compré 9 objetos mas que

Ekaterina y Piotr 7 objetos mas que Maria.
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Capitulo 7

Ejercicios con un trozo de papel

No es probable que entre nuestros lectores encuentre alguno que no sepa hacer
con un trozo cuadrado de papel un gallito, una barquita, una cajita y otros objetos.
Esto se consigue doblando y plegando de distintas formas el cuadrado de papel. Los
pliegues asi obtenidos permiten dar a cualquier trozo de papel una u otra
configuracién deseada. Mas adelante nos convenceremos que plegando papeles se
puede no sdélo hacer juguetes graciosos o interesantes, sino también una nocién
palpable sobre muchas figuras en el plano, asi como sobre sus propiedades. Un
trozo de papel blanco ordinario (aun mejor de color) y un cortaplumas, para alisar o
quitar las partes sobrantes pueden resultar un magnifico material para la
asimilacion de los principios de la geometria.

Doblando un trozo de papel, hacemos coincidir puntos cualesquiera, después,
oprimiendo uno contra otro con el dedo, alisamos el pliegue con el cortaplumas.
Algo que cada uno de ustedes seguramente mas de una vez lo habra hecho. Pero,
ése han detenido alguna vez a pensar por qué la linea del pliegue forzosamente
resulta recta? Si se reflexiona, es facil ver

En esto la manifestaciéon de uno de los teoremas de la geometria, concretamente, el
teorema que el conjunto de puntos en un plano equidistantes de dos punto fijos es
una linea recta.

Sera muy util buscar argumentaciones geométricas para los ejercicios que siguen.

77. Un rectangulo
Tenemos un trozo de papel de forma irregular. éCémo recortar de él un rectangulo

utilizando solamente un cortaplumas?

78. Un cuadrado

¢Cémo de un rectangulo de papel obtener un cuadrado?

Analicemos a continuacién algunas propiedades del cuadrado obtenido. La linea del
pliegue, que pasa por dos vértices opuestos del cuadrado, es su diagonal. La otra

diagonal resulta doblando el cuadrado por el otro par de vértices opuestos,
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conforme se ve en la fig. 30. Si hacemos una superposicién directa veremos que las
diagonales del cuadrado se cortan en angulo recto y que en el punto de
interseccidn, estas diagonales se dividen por la mitad. El punto de interseccion de
las diagonales es el centro del cuadrado.

Si doblamos el cuadrado por las diagonales cada diagonal dividird el cuadrado en
dos tridngulos coincidentes, cuyos vértices se sitian en los angulos opuestos del
cuadrado. Cada uno de estos triangulos tiene, naturalmente, dos lados iguales, es

decir, son isdsceles.

Figuras 30 y 31

Ademas, estos triangulos son rectangulos, ya que cada uno de ellos tiene un angulo
recto.

Es facil observar que dos diagonales dividen el cuadrado en 4 triangulos isdsceles
rectangulos, coincidentes si se superponen, cuyo vértice comun se encuentra en el
centro del cuadrado.

Doblemos ahora nuestro cuadrado de papel en dos partes iguales, de tal forma que
su lado coincida con el otro opuesto a él. Obtendremos un pliegue que pasa por el
centro del cuadrado (fig. 31). La linea de este pliegue, como es facil comprobar,

tiene las siguientes propiedades:

es perpendicular a los otros dos lados del cuadrado;

divide estos lados por la mitad;

1.

2

3. es paralela a los dos primeros lados del cuadrado;

4. ella misma se divide por mitades en el centro del cuadrado;
5

divide el cuadrado en dos rectangulos, coincidentes durante la superposicion;
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6. cada uno de estos rectangulos es equidimensional (es decir, de igual
superficie) a uno de los tridngulos, en que se divide el cuadrado por la

diagonal.

Doblemos el cuadrado otra vez de tal forma que coincidan los otros dos lados. El
pliegue ahora logrado y el obtenido antes, dividen el cuadrado inicial en 4 cuadrados
coincidentes (fig. 31).

Doblemos estos 4 cuadrados menores por sus angulos, situados en el centro de los
lados del cuadrado mayor (por las diagonales), obtendremos un cuadrado (fig. 32),
inscrito en nuestro cuadrado inicial. El cuadrado inscrito, como sera facil comprobar,
tiene una superficie igual a la mitad de la superficie del cuadrado mayor y el mismo
centro. Uniendo los centros de los lados del cuadrado interior (inscrito) obtenemos
otro cuadrado con una superficie igual a 1/4 de la superficie del cuadrado inicial (fig.
33). Si en este ultimo cuadrado inscribimos otro, de la misma forma, su superficie
sera igual a 1/8 de la superficie del inicial. En éste, a su vez, podernos inscribir otro,

cuya superficie serd igual a 1/16 de la superficie del inicial y asi sucesivamente.

Figuras 32 y 33

Si doblamos el cuadrado de cualquier forma, pero procurando que el pliegue pase

por su centro, obtendremos dos trapecios coincidentes si se superponen.

79. Un triangulo is6sceles

Obtener un tridngulo isdsceles plegando un cuadrado de papel.

80. Un triangulo equilatero
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¢Cémo obtener un tridngulo equildtero plegando un cuadrado de papel?
Examinemos algunas propiedades del triangulo equildtero obtenido. Doblémoslo
plegando cada uno de sus lados a la base. De tal forma obtendremos sus tres
alturas. AA', BB’, CC' (fig. 34).

Figura 34

He aqui algunas propiedades del tridangulo equilatero, que pueden ser deducidas
examinando la figura 34, obtenida por nosotros.

Cada una de las alturas divide el triangulo en dos triangulos rectangulos,
coincidentes si se superponen.

Estas alturas dividen los lados del tridngulo por mitades y son perpendiculares a
ellos; se intersecan en un punto.

Supongamos que las alturas AA' y CC' se encuentran en O. Trazamos BO vy la
prolongamos hasta el encuentro con AC en B'. Ahora demostremos que BB' es la
tercera altura. De los triangulos C'OB y BOA' hallamos que |OC'| = |OA'| y nos
cerciorarnos de que los angulos OBC' y A'BO son iguales. Después, de los
triangulos AB'B y CB'B se deduce que los angulos AB'B y BB'C son iguales, es decir,
cada uno de ellos es un angulo recto. Entonces, BB’ es la altura del triangulo
equiladtero ABC. Esta altura también divide AC en dos mitades en B'.

De una forma analoga a la anterior se puede demostrar que 0A, OB y OC son
iguales y que también lo son OA', OB' y OC'.

Por lo tanto, desde O, tomado por centro, se pueden trazar circunferencias, las
cuales pasan, correspondientemente, por A, By C vy por A', B' y C'. La Ultima

circunferencia es tangente a los lados del tridngulo.
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El tridngulo equildtero ABC se divide en seis tridngulos rectangulos coincidentes,
cuyos angulos en el punto O son iguales y en tres cuadrilateros coincidentes y

simétricos tales, que cerca de ellos se puede trazar una circunferencia.

Figura 35

La superficie del tridngulo AOC es igual a la superficie duplicada del tridngulo A’OC’;
por consiguiente, |AO| = 2|OA’|. De forma analoga, |BO| = 2|OB'| y |CO| = 2|0C’|.
Resulta que el radio de la circunferencia trazada cerca del tridngulo ABC, es dos
veces mayor que el radio de la circunferencia inscrita.

El dangulo recto A del cuadrado es dividido por las rectas AO y AC en tres partes
iguales. El angulo BAC es igual a 2/3 del dangulo recto. Cada uno de los angulos
C'AO y OAB' son iguales a 1/3 del angulo recto. Lo mismo se refiere a los angulos
enByC.

Cada uno de loe seis angulos en O son iguales a 2/3 del resto.

Plieguen el papel por las lineas A’B’, B'C’' y C’'A’ (fig. 35). En este caso, A’‘B'C’ es un
triangulo equilatero. Su superficie es igual a 1/4 del area del tridngulo ABC. Los
segmentos A'B’, B'C’, C’'A’ son paralelos a AB, BC, CA correspondientemente e
iguales a sus mitades. AC’A’'B’ es un rombo; C'BA'B’ y CB'C'A’ también; A'B’, B'C/,

C’A’, dividen las correspondientes alturas en dos partes iguales.
81. Un hexagono regular

¢Cémo de un cuadrado obtener un hexagono regular?
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Figuras 36 y 37

En la figura 36 se ha representado un modelo de ornamento de triangulos
equilateros y hexagonos regulares que puede ser construido por ustedes mismos sin
dificultad.

A su vez, uno de los hexagonos puede ser dividido en hexagonos regulares iguales y
en tridngulos equilateros (fig. 37), realizando los dobleces correspondientes por los
puntos que dividen sus lados en tres partes iguales. De tal forma, se obtiene un
ornamento simétrico y bonito.

Se puede obtener un hexagono también de la siguiente forma. Tomamos un
triangulo equilatero y lo doblamos procurando que todos sus vértices se unan en el
centro. Utilizando los conocimientos ya adquiridos por nosotros sobre el triangulo
equilatero, no es dificil deducir que el lado del hexdgono obtenido es igual a 1/3 del
lado de cualquier tridngulo equiladtero tomado. La superficie de este hexagono es

igual a 2/3 de la superficie del tridngulo tomado.

82. Un octagono regular

¢Cémo en un cuadrado dado construir un octagono regular?

83. Una demostracidn original

Todo aquel que estudia geometria sabe que la suma de los dngulos interiores de un
triangulo es igual a dos angulos rectos. Pero pocos son los que saben que este
teorema fundamental puede ser "demostrado" con un simple trozo de papel.
Ponemos entre comillas la palabra "demostrado" puerto que esto no es una

demostracién en el sentido riguroso de la palabra, sino mas bien, una demostracién
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visual. Pero de todas formas, este ingenioso procedimiento es muy curioso y

aleccionador.
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Figura 38

De un trozo de papel se recorta un tridngulo cualquiera y se dobla primeramente
por la linea AB (fig. 38), de tal forma que la base del tridngulo se sitle sobre si
misma. Después, se desdobla y se dobla nuevamente por la linea CD, de tal forma
que el vértice A coincida con el punto B. Doblando a continuacion el tridngulo por
las lineas DH y CG, de tal forma que los puntos E y F coincidan con el punto B,
obtenemos el rectangulo CDHG y visualmente nos convencemos que los tres
angulos del tridangulo (1, 2, 3) suponen en suma dos rectos.

La evidencia insdlita y la simplicidad de este procedimiento permiten dar a conocer,
incluso a ninos que no estudian geometria, uno de los mas importantes teoremas.
En lo que se refiere a los que saben geometria, este procedimiento presenta un
problema interesante de cdmo explicar por qué una dobladura asi de un tridngulo de
papel siempre da el resultado deseado. Explicar esto no es dificil y nosotros no
quisiéramos privar al lector del placer de buscar él mismo, la argumentacion para

esta "demostracién" tan original.

84. El teorema de Pitagoras
Demostremos que la superficie de un cuadrado, construido sobre la hipotenusa de
un tridngulo rectédngulo es igual a la suma de las superficies de los cuadrados

construidos sobre los catetos.
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Figuras 39, 40y 41

Dibujemos dos cuadrados iguales, cuyos lados son iguales a la suma de los dos
catetos del triangulo dado en la fig. 39. A continuacion, en los cuadrados obtenidos,
realizamos las construcciones dadas en las fig. 40 y 41. Aqui, de cada uno de los
cuadrados iguales quitamos 4 tridngulos iguales. Si de magnitudes iguales se quita
por iguales, entonces los residuos también resultaran iguales. Estos residuos en las
fig. 40, 41, estdn rayados: pero en la fig. 40 resultan dos cuadrados construidos
sobre los catetos del tridngulo dado, mientras que en la fig. 41, un cuadrado,
construido sobre la hipotenusa. La suma de las superficies de los dos primeros

cuadrados es, por consiguiente, igual a la superficie del segundo.

Figura 42

Hemos demostrado, de tal forma, el famoso teorema de Pitagoras.

Hallaremos otra demostracion del mismo teorema si en un cuadrado de papel
hacemos pliegues conforme se muestra en la fig. 42. Aqui GEH es un tridangulo y la
superficie del cuadrado, construido en EH es igual a la suma de las superficies de los

cuadrados, construidos en EG y GH.
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Valgamonos ahora de unas tijeras para no sélo plegar sino también cortar el papel.

Asi nos encontraremos con muchos problemas interesantes y Utiles.

85. ;Clmo cortar?
Tenemos una figura compuesta por tres cuadrados, situados como se ve en la fig.
43.

.[‘ | \
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Figuras 43 y 44

Es preciso cortar de ella una parte, pero de tal forma que si luego adjuntamos la
parte cortada a la parte restante, se obtenga un cuadrado con un boquete dentro

también cuadrado.

86. De un rectangulo, un cuadrado
Un trozo de papel o cartén tiene la forma de un rectangulo, cuyos lados son iguales
a 4 y 9 unidades de longitud. Cortar este rectangulo en dos partes iguales, de tal

forma que colocandolas en una posicion determinada, formen un cuadrado.

87. Una alfombrilla

Un ama de casa poseia una alfombrilla rectangular de 120 x 90 centimetros, cuyos
dos angulos opuestos se habian desgastado y hubo que cortarlos (en la fig. 44 son
los trozos triangulares rayados).

Pero esta sefora, al fin y al cabo, necesitaba una alfombrilla rectangular y encargé
a un maestro que cortase la alfombrilla en dos partes, de tal forma, que cosiéndolas
fuese posible obtener un rectangulo, no perdiendo, claro estd, ni un trozo de

material. El maestro cumplidé el deseo del ama de casa. éCémo lo logré?
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88. Dos alfombrillas
Otra ama de casa tenia dos alfombrillas de cuadros: una de 60 x 60 cm y la otra de
80 x 80 cm (fig. 45).

Figura 45

Un dia decidié hacer de ellas una sola alfombrilla de cuadros con dimensiones de
100 x 100 cm. Un maestro se comprometié a cumplir este trabajo y prometié que
cada alfombrilla seria cortada en no mas de dos partes y ademas, sin cortar ningun

cuadro. La promesa fue cumplida. éCémo obré el maestro?

89. Una alfombrilla con rosas

La alfombrilla, dada en la fig. 46 tiene dibujadas 7 rosas.

Figura 46

Es necesario, mediante tres lineas rectas, cortar la alfombrilla en 7 partes de tal

forma que en cada una de ellas haya una rosa.

90. Un cuadrado en 20 triangulos iguales
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Cortar un trozo cuadrado de papel en 20 tridngulos iguales y colocarlos de tal forma

que resulten 5 cuadrados iguales

91. De un cuadrado, tres cuadrados
Una cruz estd formada por cinco cuadrados, es preciso cortarla en partes con las

cuales se pueda formar un cuadrado.

92. De un cuadrado, tres cuadrados

Cortar un cuadrado en siete partes de tal forma que, colocandolas en un orden
determinado, se obtengan tres cuadrados iguales.

Este ejercicio se puede generalizar:

1. Corlar un cuadrado en partes, con las cuales se pueda componer una cantidad
determinada de cuadrados iguales.

2. Cortar un cuadrado en la minima cantidad de partes, con las cuales, colocadas en
un orden determinado, se pueda obtener cierta cantidad de cuadrados iguales entre

s

Sl.

93. De un cuadrado, dos cuadrados
Cortar un cuadrado en 8 partes de tal forma que, siendo colocadas en un orden
determinado, se obtengan dos cuadrados, siendo la superficie de uno de ellos el

doble de la del otro.

94. De un cuadrado tres cuadrados
Cortar un cuadrado en 8 partes de tal forma que, colocadas en un orden
determinado, formen 3 cuadrados, cuyas superficies sean proporcionales a los

nimeros 2, 3y 4.

95. De un hexagono, un cuadrado
Cortar un hexagono regular en 5 partes de tal forma que siendo colocadas

correspondientemente, formen un cuadrado.
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Capitulo 8

Sofismas y paradojas geométricas

96. Una desaparicidon misteriosa

Dibujar en un trozo rectangular de cartén 13 palillos iguales y a la misma distancia
uno del otro, tal como se muestra en la fig. 47 (el dibujo 47 lo pueden recortar y
pegarlo a un cartdon de papel grueso). Una vez hecho, cortar el rectangulo por la
recta MN, que pasa por el extremo superior del primer palillo y por el extremo

inferior del ultimo.

[Tt i

Figura 47 Figura 48

Si se desplazan después las dos mitades del rectangulo asi como se muestra en la
fig.48, se observara un fendmeno curioso: en lugar de 13 palillos en el dibujo habra
solamente 12. Un palillo desaparecid sin dejar huellas.

¢Donde esta ese palillo?

Si se comparan las longitudes de los palillos en el primero y segundo dibujos, veran
que los palillos del segundo son 1/12 mas largos que los palillos del primero. El
decimotercero palillo desaparecid pero no sin dejar huellas: es como si se hubiese
disuelto entre los 12 restantes, alargando, cada uno de ellos, en 1/12 parte de su
longitud. La causa de este fendmeno, desde el punto de vista geométrico, es muy
facil de comprender. La recta MN y la recta que pasa por los extremos superiores de
todos los palillos forman un angulo, cuyos lados son intersecados por una de las
rectas paralelas. De la semejanza de los tridngulos se deduce que la recta MN corta
el segundo palillo 1/12 parte de su longitud, del tercero 2/12, del cuarto 3/12 partes
y asi sucesivamente. En cuanto desplazamos las dos partes del cartén, afadimos el
trozo cortado de cada palillo (comenzando por el segundo) a la parte inferior del
palillo anterior. Y puesto que cada parte cortada es 1/12 mas larga que la anterior,
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cada palillo se alarga 1/12 parte. A simple vida, este alargamiento no se percibe, asi
que la desaparicion del palillo decimotercero, en principio, parece bastante
misteriosa.

Para aumentar el efecto se pueden situar los palillos en circulo como se muestra en
la fig. 49. Si se recorta este dibujo, especialmente repetido y se lo pegan a un
cartén o a un papel grueso y luego se le recorta el circulo interior y se lo fijan en el
centro de tal forma que pueda girar, dandolo vuelta en un angulo no grande, se

apreciara que de nuevo un palillo ha desaparecido (fig.50).

N 1H
N

Figura 49 Figura 50

En este principio, que acabamos de examinar, estd basado un juguete muy

divertido y gracioso, representado en las figs. I y II

X il \‘\* x e

Se representa la arena de un circo, en cuyos bordes un dibujante situé 13 payasos

en posiciones muy belicosas. Pegar el dibujo, I, a una hoja de papel grueso.
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Recortar el circulo interior de tal forma que pueda girar alrededor de su centro. Y,
ya esta, dando una leve vueltecita a dicho circulo se liquida a uno de los payasos
(dib. II): en lugar de los 13 anteriores, ante ustedes habran solamente 12 artistas
del género alegre. El payaso, situado dentro del circulo, que avanzaba tan
belicosamente contra su colega, desaparecid sin dejar huellas.

Si no hubiésemos examinado los ejemplos esquematicos, dados antes, la
desaparicién del payaso nos obligaria a rompernos la cabeza largo rato. Ahora la
cosa estd clara: el payaso se "disolvidé" entre la docena de colegas lo mismo que
antes se "disolvid" un simple palillo.

Debemos hacer justicia al dibujante, que necesita no poca inventiva y paciencia

para conseguir semejante efecto.

97. Una reparacion maestra
En el fondo de un buque de madera, durante una navegacién, se abrié un rumbo de

13 cm de largo por 5 cm de ancho, es decir, la superficie de la grieta resulto igual a

13 cm x 5 cm=65 cm?

El carpintero del bugue tomd una tabla cuadrada con una longitud de los lados
igual a 8 cm (es decir, con una superficie igual a 64 cm?) la serrd en cuatro partes
A. B, C, D, tal como se muestra en la fig.51, y después unié estas partes de tal

forma que resultd un rectangulo precisamente igual al rumbo (fig. 52).
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Figura 51

Figura 52

Con este rectangulo, el carpintero cerrd la grieta. Asi pues resultd que el carpintero

convirtid un cuadrado de 64 cm? en un rectangulo con una superficie do 65 cm?

¢Cémo pudo suceder?

98. Otro sofisma mas

He aqui un sofisma mas, que puede ser realizado con un cuadrado.

Construir un cuadrado de 8 cm de lado y por consiguiente, con una superficie de 64

cm?.

a) b)
Figura 53
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Cortarlo en tres parles, tal como se muestra en la fig.53a. Después, colocar estas
partes como so indica en la fig.53b. Se obtendra un rectangulo, cuya superficie es

facil de calcular:

7cmx9cm = 63 cm?

¢Por qué?

99. Un problema parecido

Construir un rectangulo de 11 cm x 13 cm. Cortarlo por la diagonal (fig. 54) vy
desplazar los tridngulos obtenidos por su hipotenusa comun, situandolos en la
posicion dada en la fig.55. La fisgara formada, conforme a su configuracion, esta
compuesta por un cuadrado VRXS de 12 cm de lado y por lo tanto, con una
superficie de 12° cm? = 144 cm?, y por dos triangulos PQR y STU, cada uno con una

superficie de 0,5 cm?. Entonces, la superficie de toda la figura 55 es igual a

144 cm? + 2 x 0,5 cm? = 145 cm?.

Pero... écomo es posible si la superficie del rectangulo inicial es igual a

13cm x 11 cm = 143 cm??

100. La Tierra y una naranja

Supongamos que el globo terrestre esta cefiido en el echador por un aro y que, de
la misma forma, estd cefiida también una naranja por su circulo mayor.
Supongamos que el perimetro de cada aro aumenta en 1 m. Entonces, por supuesto
que los aros se separaran de los cuerpos que cefiian y se formara cierto espacio

entre ellos. ¢En cual de los dos casos este espacio sera mayor?
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Capitulo 9

Acertijos de numeros

¢De qué clase de acertijos se trata?

Claro que, en esencia, la cuestion radica no en adivinar enigmas, sino en resolver
problemas. Se propone al que lo desee pensar un numero sin preguntarle cual. A
cambio de ello le ordenan realizar con el nUmero pensado una serie de operaciones,
a primera vista totalmente arbitraria, y decir al "adivinador" el resultado final
obtenido. El "adivinador" de tal forma, se hace con el cabo del hilo, tirando del cual
va deshaciendo el ovillo hasta llegar al comienzo.

Estos problemas, presentados en una forma ingeniosa y divertida, que cada uno de
los participantes del juego puede discurrir a su gusto son muy entretenidos y
beneficiosos para todos los jugadores. Con estos acertijos se desarrolla el habito en
el calculo mental de forma paulatina, ya que se pueden pensar niumeros grandes e
pequenos, conforme el deseo y fuerza mental de los jugadores.

Advertimos que en ente capitulo, en la mayoria de los casos, se dan sélo problemas
relativamente esquematizados y lacénicos. Concedemos por lo tanto al lector la mas
amplia libertad para adornar las condiciones de problemas semejantes con el fruto

de su fantasia o para adecuarlos a cualquier acontecimiento conocido.
101. Adivinar un namero

Distribuir los numeros del 1 al 12 en circulo (fig.56). Después de hacerlo, puede el

lector acertar cualquier nUmero que piense uno de sus amigos.

10 2

(VS

9

wh

7 6

Figura 56
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Con el mismo fin es posible utilizar un reloj y proponer a alguien acertar la hora que
él piense.

También se puede utilizar un domind, un cartén del juego al la loteria, etc. ¢Como,
pues, acertar el nimero pensado?

Proponer a un amigo que piense cualquier nimero de nuestro circulo. Después se le
indica cualquier numero del mismo circulo y, sin decirselo, se le afiade a este ultimo
numero la cantidad de 12 (es decir, la cantidad maxima de niumeros en el circulo).
Se obtendra cierto nUmero que se enuncia en voz alta. A continuacion, proponer al
gue juega que cuente, para si, comenzando por el nimero que ha pensado, hasta el
numero que usted enuncié en voz alta, pero senfalando cada vez con el dedo
primero el nimero pensado por usted y después cada uno de los siguientes en
orden inverso. Cuando cuente hasta el niumero pronunciado por usted en voz alta,
sefalando con el dedo de la forma indicada, se parara precisamente en el nimero u
hora que habia pensado. Supongamos, por ejemplo, que alguien piensa el nUmero 5
y que usted le indica, el 9. Ailadiendo a este ultimo, sin pronunciarlo, 12 se obtiene
21. Después le propone al que juega:

- “Cuente para si comenzando por el nUmero que penso, hasta 21, pero comience a
contar sefalando con el dedo el nimero 9, luego el 8, después el 7 y asi
sucesivamente, yendo por el circulo hasta que cuente 21. Entonces, pronunciando
en vez alta el nUmero en que se ha detenido sefalando con el dedo.

El que juega cumple lo dicho y, contando de tal forma hasta 21, él mismo le
indicara el nimero 5 pensado.

Se puede presentar este juego de forma mas misteriosa, por ejemplo, asi.

Alguien piensa un numero (supongamos el 5). Usted elige, por ejemplo, el 9, lo
anade 12 y obtendra el 21. Después le pide al que juega:

- Ahora yo voy a golpear con un lapicero (o con el dedo); a cada golpe que dé,
afilada para si, una unidad al numero pensado. Pero en cuanto llegue al 21,
pronuncie en voz alta: "21".

Después de lo acordado, comenzar a golpear primero en el 9, después en el 8,

luego en el 7, etc....oen el 12, en el 11 y asi sucesivamente.
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El que juega, a cada golpe contard para si: 5, 6, 7...etcétera, pero en cuanto
pronuncie en voz alta:"21", eso quiere decir que usted acaba de dar el golpe
precisamente en el niumero por él pensado.

- iHa pensado el nimero 5! - lo dice.

- iExacto! lo respondera extrafiado de cdmo lo ha podido acertar, claro, de no ser
gue él mismo sepa en qué consiste el juego, pues para el que no lo sabe podra

parecerle un truco.

102. ;Cuéntos objetos quedan?

Propdngale a un amigo que tome en cada mano una cantidad igual de objetos (por
ejemplo, cerillas). Pero con una condicién, que la cantidad de objetos en una mano
no sea inferior a cierto nUmero b. Usted no sabe la cantidad de objetos que él ha
tomado. Pedirle, a continuacion, que pase de la mano derecha a la mano izquierda
la cantidad de objetos que usted le pide (por ejemplo, a; claro a < b). Después, sin
gue le diga ni ensefie nada, pedirle que de la mano izquierda se deshaga de tantos
objetos, cuantos lo quedan en la mano derecha, y, por fin, que se deshaga de todos
los objetos que le quedan en la mano derecha, también sin decirle ni ensefarle a
usted cuantos son. Después de hacerlo, le puede asegurar a su amigo, sin

vacilaciones, que en la mano izquierda le quedan 2a objetos. ¢Por qué?

103. (A gué es igual la diferencia?

Propdngale a un amigo que escriba cualquier niumero de dos cifras y después que
las cambie de lugar y que de los numeros, asi obtenidos, reste el menor del mayor.
Si le dice cual es la Ultima cifra de la diferencia, usted le podra decir

inmediatamente cual es la diferencia en total. ¢Como se hace?

104. ¢ A qué es igual el cociente?

Propdngale a un amigo que escriba cualquier nimero de tres cifras, pero con la
condicién que las cifras extremas se diferencien una de otra en la cantidad que
usted le indique. Después pedirle que en este numero permute las cifras extremas.

Resultara otro nimero. Proponerle que de los dos numeros asi obtenidos, reste el
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menor del mayor. La diferencia de esta resta siempre se dividird por 9 y usted
siempre podra decir, por adelantado, cual sera el cociente de esta division.

¢A qué es igual el cuociente?

105. El nUmero 1089

El problema 104 se puede proponer de una forma mas amena, sobro todo para los
nifos. Escribir en un papel el nimero 1089; colocar el papel dentro de un sobre y
cerrarlo. Después proponer a alguien, dandole el sobre, que escriba en él un
numero de tres cifras, tal que sus cifras extremas sean diferentes y que esa
diferencia sea mayor que la unidad. Después, pedirle que cambie de lugar las cifras
extremas y que de los dos numeros, asi obtenidos, reste el menor del mayor. Por
ultimo, proponerle que en el resultado de dicha resta permute otra vez las cifras
extremas y que afada el nimero obtenido a la diferencia de los dos primeros.
Cuando haga la suma, proponerle que abra el sobre. En él encontrard un papel, en
el que vera con sorpresa el nimero 1089, o sea, el mismo numero que obtuvo de la

suma. ¢Por qué resulté asi?

106. ¢Qué numero se ha pensado?

Proponerle a un amigo que pienso un numero, después que lo duplique y al
resultado obtenido que le afiada 5. Luego, que multiplique por cinco este ultimo
numero y que afada al resultado 10. La suma obtenida que la multiplique por 10. Si
después de hacerlo se le pregunta qué numero, por fin, obtuvo y se le propone
restar de ese numero 350, la cifra que indica la cantidad de centenas en el residuo
sera el numero pensado. ¢Por qué resulta asi?

Supongamos, por ejemplo, que si, ha pensado el nimero 3. Si lo duplicarnos,
obtendremos 6; si afiadimos 5, resultard 11; multiplicando por 5, obtendremos 55;
si después afiadimos 10, resultard 65; si multiplicamos este ultimo nimero por 10,
tendremos 650. Y si, por fin, restamos de este ultimo nimero 350, tendremos como

resultado 300, es decir, tres centenas. O sea, el nimero pensado es el 3.

107. Una tabla magica

Colaboracion de Arturo Novoa 65 Preparado por Patricio Barros
Antonio Bravo



En el Reino del Ingenio E. I. Ignatiev

5 3 2 1
16 4 2 1
17 5 3 3
18 10 6 6 5
19 11 7 7 7
20 12 12 10 9
21 13 13 11 11

22 14 14 14 13
23 15 15 15 15
24 24 20 18 17
25 25 21 19 19
26 26 22 22 21
27 27 23 23 23
28 28 28 26 25
29 29 29 27 27
30 30 30 30 29
31 31 31 31 31
16 8 4 2 1

He aqui una tabla, en cuyas cinco columnas se han escrito, en un orden
determinado, todos los niumeros del 1 al 31. Esta tabla se distingue la siguiente
"propiedad magica".

Piense cualquier niumero (que no sea mayor que 31) e indique solamente en qué
columna de esta tabla esta escrito. Al instante se "adivina" el nUmero pensado.

Si por ejemplo, ha pensado el numero 27, diga solamente que él esta en la 17, 29,
3%, 4% 6 5% columna; al instante se adivina que el nUmero pensado es el 27. (Se
puede acortar incluso sin mirar la tabla).

En lugar de una tabla como ésta se puede hacer un abanico magico. Construyalo, o
adquiera uno adecuado y en cinco de sus varillas escriba la tabla dada. Después,
mientras se abanica, propdngale a su interlocutor que piense un numero e indique
solamente aquellas varillas del abanico donde estd inscrito. Inmediatamente usted

acertara el nimero pensado.
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¢Pero, en qué consiste el secreto?

108. Un ndamero par

Piense un numero par. Triplicarlo. Tomar la mitad del nimero obtenido y triplicarla
también. Si usted me dice a qué es igual el cociente de la division de este ultimo
numero por 9, lo diré qué niumero ha pensado.

Supongamos que pensd el numero 6. Después de triplicarlo se obtiene 18, cuya
mitad es igual a 9. Triplicdndola obtenemos 27. Si dividimos ahora este niumero por
9 resultara 3, es decir, la mitad del nimero pensado.

Este truco se puede presentar de una forma mas general, proponiendo a quien sea
gue piense un numero entero cualquiera. Pero, en este caso, son precisas algunas
modificaciones.

Si el numero pensado, después de triplicarlo, no se divide por 2, entonces, sera
preciso anadir 1 y después dividirlo por 2. A continuacién debera procederse como
antes. Pero debe tenerse en cuenta que, en este caso, para adivinar el numero
pensado, después de hacer la duplicacion es preciso, obligatoriamente, anadir 1.
Supongamos, loor ejemplo, que se ha pensado el numero 5. Triplicdndolo,
obtenemos 15. Para dividir este nUmero por 2 es preciso afadir 1, entonces,
tendremos 16. La mitad de 16 es 8, triplicando este ultimo obtenemos 24. El
cociente de la divisidn, con resto de este numero por 9 es igual a 2. Multiplicando
este niUmero por 2 y afiadiendo al resultado 1, obtenemos 5.

Si hace este truco por primera vez y el niumero triplicado no se divide por 2, su
amigo sin duda que le preguntara: "éQué hacer si el nimero no es divisible por 2?"
Esta pregunta le indica que, para acertar el nimero pensado, al resultado de la
duplicacién del cociente le debe afiadir 1. Usted mismo le puede preguntar si el
nimero es o no divisible por 2. Pero esta pregunta debe formularse de tal forma
como si usted quisiese ayudar a su amigo en el cumplimiento de las operaciones
aritméticas, no dandole motivo para sospechar que su respuesta puede ayudarle a
adivinar el nimero pensado.

¢En qué consiste el secreto ere este truco?

109. Una modificacién del problema anterior
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Que su amigo triplique el nUmero pensado, y luego divida el producto por 2. Si de la
triplicacion resulta un namero impar, anadirle una unidad y luego que lo divida por
2. Que tripligue nuevamente una de las mitades y que después tome la mitad del
numero obtenido, afiladiendo, como antes, una unidad, si el nUmero que resulta de
la multiplicacion por 3 es impar. Preguntarle luego a qué es igual el cociente de la
divisién del ultimo ndmero por 9 y pedirle multiplicar dicho cociente por 4. En este
caso, es preciso tener en cuenta que si para dividir por 2 la primera vez hubo que
anadir 1, el que adivina debera retener en la memoria 1 y si fue preciso también
afadir 1 para dividir por 2 la segunda vez, el adivinador debera retener en la
memoria 2. Por consiguiente, si las dos veces para dividir por ' sin residuo hubo que
anadir 1, entonces, después de multiplicar el cociente por 4, al resultado debemos
anadirle 3; si la division por 2 no resultaba sin residuo de no afadir 1 sélo la
primera vez, entonces, se afiade 1; si sbélo en la segunda, se afade 2. Como
resultado siempre se obtiene el nimero pensado.

éPor qué?

Supongamos, por ejemplo, que se ha pensado el numero 7; triplicandolo
obtenernos 21; para dividirlo por 2 sin residuo es preciso afadir 1; afiadiendo una
unidad y dividiendo 22 por 2 obtenemos 11; triplicando este ultimo ndmero
obtenemos 33; pura dividirlo por 2 es preciso otra vez afiadir 1, después de lo cual
resulta 34, la mitad de este nimero es 17. En él la cantidad de 9 es contenida
solamente una vez. Por consiguiente, debe tomarse el nUmero 4 y afadir a él 3, ya
que la divisién en la primera y segunda veces se realizd solamente después de

anadir 1. Resulta 4 + 3 = 7, es decir, el nUmero pensado.

110. Otra modificacion del problema 108

Proponerle a un amigo anadir al niumero pensado una de sus mitades; a la suma
obtenida afiadirle la mitad de esta misma suma. Preguntarle después a qué es igual
el cociente de la division del ultimo nimero por 9 y proponerle que multiplique dicho
cociente por 4, como se hizo en el problema anterior. Pero también aqui es preciso
recordar que si en el primer caso el niumero no es divisible por 2, se le debe anadir
1 y después hacer la divisién; de la misma forma debera obrarse en el segundo

caso. Si la division sin resto no se cumple sélo en el primer caso, el "adivinador"
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debe retener en la memoria 1, si sélo en el segundo, 2 y si en ambos casos, 3.
Estas cifras deben sumarse correspondientemente al producto de la multiplicacién
por 4 con el fin de obtener el nUmero pensado.

Por ejemplo, se ha pensado el nUmero 10; afadiendo a él su mitad, obtenemos 15 -
numero impar - por lo tanto, afiadimos 1 y, tomando la mitad del resultado, se
tiene 8; sumando 8 a 15 obtenemos 23; en este numero el 9 es contenido 2 veces.
Dos veces por cuatro es igual a 8, pero a 8 le debemos afadir 2, ya que en el
segundo caso para dividir sin resto por 2 hubo que afiadir 1. O sea, 8 + 2 = 10, es
decir, obtenemos el nimero pensado.

Si el numero pensado es impar, entonces, debera ser dividido en dos partes, tales
que una de ellas sea en una unidad mayor que la otra. Acordemos, para abreviar,
denominar el primer sumando mitad mayor, y el segundo, mitad menor. Entonces el
problema examinado se puede plantear de otra forma bastante interesante.

Piense un numero, anadale su mitad o, si es impar, su "mitad mayor". A esta suma
anadirle su mitad o, si es impar, su "mitad mayor". Cuantas veces el numero
obtenido contiene la cantidad de 9?

A continuacion, multiplique esta cantidad de veces por 4. En este caso, al que penso
el nimero se le deberan hacer las siguientes preguntas: ése puede sustraer 8 del
resto de la division por 9?

De ser posible, con el fin de obtener el nimero pensado, al producto de la
multiplicacion del cociente por 4 se le afiade 3. Si no es posible restar 8, debera
preguntarsele si es posible restar 5. De serlo, se afiade 2. Si no se puede restar 5,
entonces, se le pregunta si es posible restar 3 y, de serlo, se afiade 1,

Es facil convencerse que el problema propuesto de esta uUltima forma, de hecho, se
reduce a los anteriores, ya que triplicar un nimero y tomar después la mitad del
producto, es lo mismo que afadir a un numero su propia mitad y asi
sucesivamente.

Quien comprenda y asimile por completo las resoluciones de estos problemas con
sus modificaciones podra determinar una multitud de reglas, semejantes a las
anteriores, para acertar numeros pensados.

Se puede, por ejemplo, pedir triplicar el nimero pensado, después tomar la mitad

de la triplicacion, pedir que esta mitad se multiplique ya por 5 y tomar la mitad del
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resultado de la multiplicacidon. A continuacion preguntar a qué es igual el cociente de
la divisién del Ultimo ndmero por 15 y multiplicarlo por 4. No olvidando que, lo
mismo que en los otros problemas, es preciso afadir al resultado de la
multiplicacion 1, 2 6 3 conforme a los casos cuando la division por 2 no fue posible
sin resto: en el primero, segundo o en ambos casos.

Un lector atento demostrara todo lo expuesto con facilidad.

También se puede proponer multiplicar el nUmero pensado por 5, tomar la miad del
resultado y multiplicarla otra vez por 5; luego dividir el resultado por 2 y el cociente
obtenido por 25, multiplicando el resultado por 4. Pero, una vez mas advertimos
gue se debe tener en cuenta los casos cuando la divisidn por 2 se realiza sin resto y
cuando no, para anadir 1, 2 6 3, en los casos necesarios, o no afadir en ninguno de
ellos si dichas divisiones y se realizan sin resto.

En una palabra, los problemas ofrecidos se pueden variar de muchas formas.

111. Acertar el numero pensado utilizando otro procedimiento

Al principio se debe obrar corno en la resolucién de los problemas anteriores, es
decir, proponer triplicar el niUmero pensado, tomar la mitad (o la "mitad mayor") del
producto obtenido, triplicarlo y tomar de nuevo la mitad (o la "mitad mayor") del
resultado logrado. Pero después, en lugar de preguntar a qué es igual el cociente de
la division del udltimo numero por 9, se puede pedir nombrar todas las cifras que
componen a este Ultimo nimero menos una, pero con la condicién de que la no
nombrada no sea cero.

En este caso, el que pensd el nUmero es preciso que comunique también el orden
de estas cifras, tanto el de aquellas que nombrdé como el de la no nombrada.
Después de esto, para adivinar el niumero pensado, deberan sumarse todas las
cifras mencionadas y de esta suma sustraer 9 tantas veces cuantas sean posibles.
El resto que queda después de ello debe restarse de 9 y entonces, resultara la cifra
no dicha; cuando el residuo es cero la cifra desconocida es 9. Se obra precisamente
asi en aquellos casos cuando la divisidén por 2 se realiza sin resto. Si para dividir los
resultados de las triplicaciones por 2 fue preciso afadir 1 la primera vez, entonces,
a la suma de las cifras conocidas se afiade 6 y a continuacion m procede de la forma

ya explicada.
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Si fue preciso anadir 1 solamente la segunda vez, entonces, a la suma de las cifras
conocidas le afade 4.

Si fue preciso afadir 1 en ambos casos, entonces, a dicha suma se le afiade 1.
Hallando de tal forma la cifra desconocida de la ultima mitad obtenemos al mismo
tiempo, la propia mitad. Dividiendo esta cifra por 9, multiplicando luego este
resultado por 4 y anadiendo, cuando sea preciso, 1, 2 6 3, hallamos el nimero
pensado.

¢En que consiste el secreto?

Por ejemplo, se ha pensado el nimero 24. Triplicandolo y dividiéndolo dos veces
tenernos que la Ultima mitad es 54. Supongamos que el que pensd el numero
comunica al "adivinador" la primera cifra de esta mitad, o sea, el 5. Sustrayendo 5
de 9 obtenemos la segunda cifra 4. O sea la ultima mitad es 54. Dividiendo 54 por 9
se obtiene 4. Por consiguiente, el nimero pensado es 4 x 6 = 24.

Supongamos que el numero pensado es 25. Triplicdndolo y tomando la mitad de la
triplicacion, triplicando esta mitad y tomando nuevamente la mitad, obtenemos 57.
Pero aqui hay que recordar que en el primer caso para obtener la mitad, tuvimos
que anadir 1; por lo tanto, si el que pensd el nimero declara por ejemplo, la
primera cifra, el 5, entonces a 5 se debe afiadir 6, de lo que obtenemos 11,
quitando 9 obtenemos 2, restando 2 de 9 hallamos la segunda cifra, el 7. O sea, la
segunda mitad es 57; en ella la cantidad de 9 es contenida 6 veces. De ellos se
deduce que el nUmero pensado es 4 x 6 + 1 = 25,

Supongamos que el piensa el niumero nos dice que la ultima mitad del numero
contiene tres cifras, que dos ultimas son 1 y 3 y que dividir por 2 sin resto, la
segunda vez tuvo que afadir 1. En este caso, a la suma 1 + 3 = 4 es preciso afadir
4, de lo que resulta 8. Sustrayendo 8 de 9, obtenemos 1. Por consiguiente, la ultima
mitad es 113; esta mitad contiene la cantidad de 9, 12 veces. Por lo tanto, el
numero pensado es 4 x 12 + 2 = 50.

Exactamente lo mismo se debe obrar si el que pensé el nUmero dice que después de
la triplicacion y divisidn por 2 obtuvo un nimero de tres cifras, en el cual la primera
es 1 y la ultima 7 y que en ambos casos, al dividir por 2, se tuvo que afadir 1.

Entonces, obramos de la siguiente forma: 1 + 7 + 1 = 9 Restando 9 obtenemos de
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resto cero, es decir, la cifra desconocida de la ultima mitad es 9 y la mitad en total
es 197, en la cual la cantidad de 9 estad contenida 21 veces.

Por lo tanto, de lo anterior, deducimos que el nUmero pensado es 4 x 21 + 3 = 87.

112. Averiguar el numero pensado mediante otro procedimiento
Expondremos un procedimiento que, a primera vista parece mas complicado que los
otros, aunque se explica muy facilmente.

Supongamos que alguien piensa un numero cualquiera. Entonces, propdéngale
multiplicar este numero por cualquier otro, que usted le indique y dividir el
resultado de la multiplicacién por cualquier nimero, también dado por usted; a
continuacion, que multipliqgue nuevamente el resultado obtenido por un tercer
numero indicado por usted, el resultado de esta multiplicacion que lo divida de
nuevo por un cuarto nimero expresado por usted y asi sucesivamente. Se le puede
conceder al que pensé el nimero que él mismo multiplique y divida la cantidad
pensada por los numeros que quiera, pero con la condicidon, de que cada vez diga
por cual niumero multiplica y por cuadl divide. Para averiguar el nUmero pensado, el
"adivinador" debera, al mismo tiempo, hacer las mismas operaciones con un
numero por él elegido. Deteniéndose después en una divisién cualquiera, pidale que
divida el ultimo numero obtenido por el nimero inicial que él pensd. Exactamente lo
mismo debera hacer el "adivinador", o sea, dividir el Ultimo nimero obtenido por el
numero inicial elegido por él. De tal forma, obtendra el mismo que el que juega con
él. Después de esto, pidale al que juega que anada al cociente de la division el
nimero pensado y que lo diga el resultado. Sustrayendo de dicho resultado el
numero, conocido por usted, obtendra el nUmero pensado. éPor que?

Supongamos, por ejemplo, quo alguien pensd el niumero 5. Propdngalo multiplicarlo
por 4; el resultado (20) dividirlo por 2 (resultard 10), of numero obtenido
multiplicarlo por ti (resultara 60), esta ultima multiplicacion dividirla por 4 (resultara
15). Pero, al mismo tiempo, usted también debera elegir un nimero cualquiera vy
realizar con él las mismas operaciones. Supongamos que usted ha elegido el 4 (en
general el mas cémodo es el 1). Multiplicando por 4 obtiene 16; dividiendo por 2,

multiplicando por 6, queda 48; dividiendo este numero por 4 tendra 12. A
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continuacion, le pide al que pensé el nUmero que divida el ultimo nimero obtenido,
es decir 15, por el nUmero pensado (es decir, por 5). Obtendra 3.

Si al mismo tiempo usted divide el Gltimo numero obtenido, o sea 12, por el nimero
que eligid al principio, o sea 4, también obtendra 3. Fingiendo no conocer el
cociente que obtuvo vuestro interlocutor de esta division, le pide que afiada a dicho
cociente el nUmero pensado y que le diga el resultado; claro que en este caso, le
dird 8. Sustrayendo de 8 el cociente 3, obtenido por usted, hallard el nimero

pensado por su amigo, o sea, el 5.

113. Adivinar varios numeros pensados

I. Supongamos que alguien piensa una serie impar de cualesquiera numeros, por
ejemplo, de 3, 5, 7. 9, etc. nUmeros y que le diga cudl es la suma del primero y
segundo numeros de la serie, después la suma del segundo y tercero, del tercero y
cuarto, etcétera y por fin la suma del Gltimo nimero de la serie con el primero.
Anotar esas sumas en el mismo orden que fueron expresadas y adicionar todas
aquellas que ocupan lugares impares (es decir, 1°, 3°, 5°, etc.) y después las que
ocupan lugares pares (es decir: 2°, 4°, 6°, etc.). Del primer resultado de la adicién
sustraer el segundo; el resultado de esta resta le dard el duplo del primer niumero
pensado. Tomando su mitad obtendra el primer nimero pensado. Conociendo este
numero, no sera dificil hallar los restantes, puesto que las sumas del primero con el
segundo, del segundo con el tercero, etc., son conocidas.

¢Por qué resulta asi?

1. Si es que alguien piensa una serie par de nimeros, lo mismo que en el problema
anterior, deberd decirle cudles son los sumas de estos nimeros de dos en dos (del
primero con el segundo, del segundo con el tercero, etc.,) pero el final debera
decirle no la suma del uUltimo mas el primero, sino del ultimo mas el segundo
numeros. Después, como en el caso anterior, se adicionan todas las sumas que
ocupan lugares impares, excepto la primera y, a continuacién, las que ocupan los
lugares pares. Del segundo resultado de estas adiciones se resta el primero. La
diferencia le dara el duplo del segundo nimero pensado

éPor qué?

Colaboracion de Arturo Novoa 73 Preparado por Patricio Barros
Antonio Bravo



En el Reino del Ingenio E. I. Ignatiev

114. Adivinar un numero pensado sin hacer preguntas al que lo ha
pensado.

Propdngalo a alguien que piense un numero, después que lo multiplique por otro
cualquiera que usted le indique; al resultado que le afiada otro niUmero cualquiera
dado por usted y que divida este resultado de la suma por otro nimero cualquiera
gue también le propondra. Al mismo tiempo, divida de memoria el multiplicador por
el divisor que le indicé. Cuantas unidades y partes de unidades componen el
cociente de dicha divisidn, tantas veces propdngale que reste el nUmero que pensod
del cociente de la division efectuada.

Después de realizar estas operaciones podra inmediatamente decirlo a su
interlocutor cudl es el resto que obtuvo de la sustraccién. Este resultado siempre
sera igual al cociente de la division del nUmero que le dio para anadir al producto de
la multiplicacion, por el divisor, también indicado por usted.

éPor qué?

Supongamos, por ejemplo, que alguien piensa el nimero 6; propdngale que lo
multiplique por 4, resultard 24; pidale que le afiada 15, resultard 39. Después que
divida lo obtenido por 3, con un resultado de 13. Dividiendo a un mismo tiempo de
memoria 4 por 3 obtendrd 4/3 6 1 1/3. Por lo tanto, propéngale al que pensoé el
numero restar del cociente, que obtuvo de la divisién, el nUmero pensado mas un
tercio del mismo (o sea, seis mas dos, en total ocho): 13 - 8 = 5, quedan 5. El
mismo resultado se obtiene si divide el nUmero 15 por el divisor 3, ambos dados por
usted.

Aqui este problema se plantea de una forma bastante generalizada. Con frecuencia
se utiliza un caso particular, o sea, se propone duplicar el nimero pensado, después
anadir al resultado cualquier nUmero par, a continuacién dividir la suma obtenida
por 2 y del cociente restar una vez el nimero pensado. Claro que el residuo siempre
sera igual a la mitad del nUmero par, antes afiadido. No obstante, como es ldgico,
resulta mas interesante resolver estos problemas en su forma general. Tanto mas
que ello permite adquirir practica en operaciones con quebrados. Si por cualquier
razon es indeseable obtener quebrados, para evitarlo, siempre se pueden elegir

tales nUmeros que de las operaciones no resulten quebrados.
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115. (Quién eligidé el numero impar?

Tenemos dos numeros, uno par y otro impar. A dos personas se les propone que
elijan: una el par y otra el impar a su gusto. Es preciso adivinar quién de ellas eligio
el nUumero par y quién el impar.

Usted le propone, por ejemplo, A Piotr o Ivan dos numeros (uno par y otro impar)
digamos 10 y 9. Sin que usted lo sepa, uno elige el nimero par y otro el impar.
Para averiguar qué numero eligi6 cada uno de ellos, también usted toma dos
numeros, par e impar, por ejemplo, el 2 y el 3. Propongale a Piotr que multiplique
su numero por 2 sin pronunciar el resultado y a Ivan, por 3. Después pidales que
sumen ambos productos y que le digan cual fue la suma obtenida. O que le
comuniquen solamente si dicha suma es par o impar, ya que para usted es
importante saber sélo eso. Si desea hacer el problema mas confuso, para averiguar
lo necesario puede utilizar otro procedimiento (proponiéndoles, por ejemplo, dividir
la suma obtenida por 2 y preguntandoles si se divide sin resto, etc.). Supongamos
que usted sabe que el resultado de la suma es par, entonces, estd claro que el
nimero multiplicado por 3 es par, o sea, Ivan eligido el nimero par, 10 y Piotr, el
impar, 9. SI el resultado de la suma es impar, entonces, también esta que eligié el
numero impar aquél a quién le propuso multiplicar por 3.

Argumente este procedimiento de averiguacion.

116. El mismo problema con dos niumeros primos entre si

Proponer a dos amigos elegir cualquier de dos numeros dados. Estos numeros
deben ser primos entre al como, por ejemplo, el 9 y el 7 y ademas uno de ellos
tiene que ser no primo (en nuestro caso, el 9). Los factores por los cuales desea
multiplicar los nimeros elegidos, también deben ser primos entre si y tales, que uno
de ellos sea contenido una cantidad entera de veces en uno de los nimeros dados a
elegir.

Por ejemplo, si se toman 3 y 2, entonces, estos numeros son primeros entre si vy,
ademas, 3 es factor de 9. Después propdngale a uno de sus amigos que multiplique
el numero elegido por 2, y al otro, por 3; que sume luego los resultados obtenidos y

que lo diga, o la suma obtenida, o si es divisible esta suma por aquel factor dado,
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contenido una cantidad entera de veces en uno de los nimeros propuestos, (en
nuestro caso es preciso saber si la suma obtenida se divide por 3). Después de
saber esto, se puede inmediatamente determinar qué nimero ha elegido cada uno
de los dos amigos. Pues, es ldgico que si la suma obtenida se divide por 3, quiere
decir que por 3 fue multiplicado el nimero no divisible por 3, o sea el 7, vy
viceversa, si la suma obtenida no se divide por 3, el nimero multiplicado por 3 fue
el 9, divisible por 3. Exactamente lo mismo se procede en aquellos casos, cuando se
toman y proponen otros numeros, pero con la unica condicion de que dichos
numeros satisfagan las condiciones expuestas al principio.

Dar una explicacion a este procedimiento de adivinacién.

117. Acertar varios numeros pensados, si es que cada uno de ellos no es
mayor que diez

Propongalo al que pensé los nimeros multiplicar el primero de ellos por 2 y al
resultado afnadirle 5; multiplicar la suma obtenida por

5 vy al resultado sumarle 10. Al nUmero resultante agregarles el segundo numero
pensado y multiplicar la cantidad obtenida por 10; a este resultado afiadirle el tercer
numero pensado y otra vez multiplicarlo por 10; después sumar el cuarto nimero
pensado y repetir la multiplicacion por 10 y asi sucesivamente. En una palabra, si él
pensd varios nimeros no mayores que diez, debe multiplicarlos sucesivamente por
10 y el producto sumarle por orden uno de los nimeros pensados, basta llegar al
ultimo. Después que le diga cual es la Ultima suma obtenida; si es que pensd sélo
dos numeros, entonces, restando de esta ultima suma 35 vera que la cantidad de
decenas en el residuo da el primer nimero pensado y que la cantidad de unidades,
el segundo. Si los numeros pensados son tres, de la Ultima -suma que obtuvo es
resta 350, entonces, la cantidad de centenas en el residuo da el primer nimero
pensado; la cantidad do decenas, el segundo, y la castidad de unidades el tercero.
Si los niumeros pensados son cuatro, de la ultima suma que obtuvo se resta 3500,
entonces, la cantidad de miles en la resta da el primer nimero pensado; la cantidad
de centenas, el segundo; la cantidad de decenas, el tercero, y la cantidad de
unidades, el cuarto. Es ldgico, que en el caso cuando los nimeros pensados son

cinco, de la ultima suma debera restarse 35000 y asi sucesivamente.
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Supongamos, por ejemplo, que los niumeros pensados son: 3, 5, 8, 2. Duplicando
el primero obtenemos 6; afiadiéndole 5, resulta 11; multiplicando este resultado
por 5, tendremos 55; sumandole 10, obtenemos 65; agregando el segundo
nimero pensado nos da 70; multiplicando por 10, nos queda 700; sumando el
tercer nUmero pensado resultara 708; multiplicando este ultimo por 10 obtenemos
7080; sumando el cuarto numero pensado resultara 7082. Si ahora de ella
Gltima suma restamos 3500 logramos un resultado de 3582, que contiene, en
orden sucesivo, los nUmeros pensados: 3, 5, R, 2.

Dar explicacion a este procedimiento de averiguacion.

Es logico que este problema se pueda modificar adecuandolo a muchos casos
particulares. Asi, por ejemplo, durante el juego a los dedos, utilizando la
resolucion de este problema, se puede adivinar la cantidad de puntos que
marca cada uno do los dados tirados. Y esto aun es mas facil, ya que la
cantidad de puntos en cada dado no es mayor que seis. El procedimiento y

reglas de averiguacion son absolutamente los mismos.
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Capitulo 10

Juegos con numeros y objetos

118. Obtener una unidad mediante tres cincos

Utilizando tres cincos y cualesquiera signos matematicos, escribir una expresion
igual a la unidad.

Si nunca ha probado solucionar problemas semejantes, tendra que pensar bastante

antes de hallar una solucién correcta. He aqui la solucidn del problema ofrecido:

1 = (5/5)°

Tratar de hallar otras soluciones.

119. Obtener un dos mediante tres cincos

¢Cémo escribir una expresién igual a dos utilizando tres cincos?

120. Obtener cuatro mediante tres cincos

¢Como escribir una expresion igual a cuatro utilizando tres cincos?

121. Obtener cinco mediante tres cincos

¢Cémo escribir una expresién igual a cinco utilizando tres cincos?

122. Obtener cero mediante tres cincos

¢Cémo escribir una expresién igual a cero utilizando tres cincos?

123. Obtener 31 con cinco treses

¢Cémo escribir una expresién igual a 31 utilizando cinco treses?

124. Un billete de autobus
En un autobus su billete tiene el nUmero 524127. Sin cambiar el orden de las cifras,
probar de poner entre ellas signos matematicos de tal forma que resulte una

expresion igual a 100. Estos ejercicios son muy entretenidos y pueden ser un

Colaboracion de Arturo Novoa 78 Preparado por Patricio Barros
Antonio Bravo



En el Reino del Ingenio E. I. Ignatiev

agradable pasatiempo en un viaje largo, si de la misma forma prueba obtener 100
con las cifras del niumero de vuestro billete. Viajando en grupo, se puedo apostar

sobre quién lo logra primero.

125. ¢Quién dice el primer "cien'?

Dos individuos, por turno, pronuncian cifras arbitrarias no superiores a 10. Estas
cifras se suman consecutivamente y gana aquél que alcance el primer cien.

Si, por ejemplo, el primero pronuncia "7" y el segundo "10" de la suma resultara
"17"; si a continuacién el primero pronuncia, digamos, "5", resulta "22", si el
segundo, pronuncia, por ejemplo, "8" seran "30" y asi sucesivamente. Ganara aquel
que obtenga el primero "100".

¢Cémo obrar para, con seguridad, ser el primero en llegar a "cien"?

126. Generalizacién

El problema anterior se puede ofrecer también de la siguiente forma.

Dos individuos pronuncian, por turnos, cifras arbitrarias, no superiores a un limite
determinado. Estas cifras se suman consecutivamente y gana aquél que obtiene
primero un numero acordado de antemano.

¢Cémo hacer para alcanzar primero dicho niumero?

127. Formar grupos de a 2
Diez cerillas estan colocadas en fila (fig. 57). Es preciso distribuirlas por pares (en
total cinco) haciendo pasar cada cerilla por encima de dos seguidas (por ejemplo, la

primera se pasa a la cuarta).

Figura 57
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128. Formar grupos de a 3
Quince cerillas estan colocadas en fila. Es preciso unirlas en 5 montoncitos, de tres
cerillas cada uno, tomando cerilla por cerilla y haciendo pasar cada una de ellas por

encima de tres seguidas.

129. Una piramide de discos para nifios

Tomemos ocho discos de madera o cartén grueso con didmetro decreciente y 3
palillos (varillas) fijados a una base en posicién vertical. Los discos tienen un
agujero en el centro, lo que permite colocarlos, comenzando por el mayor, en uno

de los palillos A. Este juguete se llama piramide de 8 pisos (fig. 58).

S P
My — i =

Figura 58

Se requiere trasladar la piramide del palillo A al palillo B utilizando para ello un
tercer palillo (I, II, III en nuestro dibujo) auxiliar y ateniéndose a las siguientes

condiciones:

1. no trasladar mas de un disco por vez;

Colaboracion de Arturo Novoa 80 Preparado por Patricio Barros
Antonio Bravo



En el Reino del Ingenio E. I. Ignatiev

2. el disco quitado debera colocarse en un palillo libre o sobre un disco de mayor
didmetro; en ningun palillo se permite poner un disco mayor encima de otro

menor.

Leyenda. Si en lugar de 8 discos tomamos 64 se nos planteard un problema
relacionado con una leyenda hindd antigua. Segun la misma, on la ciudad de
Benarés en la cupula del templo principal, en el lugar donde se encuentra el centro
de la Tierra, el dios Brahma colocé sobre una placa de bronce tres varillas de
diamante en posicion vertical; cada una de ellas tiene un codo de largo y el grosor
del cuerpo de una abeja. Durante la creacion del Mundo, en una de estas varillas
fueron colocados 64 d discos de oro puro cada uno con un agujero en el centro
formando una especie de cono truncado, dado que los didametros de los discos van
en orden creciente comenzando desde arriba. Los sacerdotes del templo trabajan
dia y noche sin cesar, cambidndose unos a otros, con el afan de traspasar esta
columna de discos de la primera varilla a la tercera, utilizando para ello, la segunda

como auxiliar y obligados a observar las siguientes condiciones:

1. traspasar un sélo disco por vez;
2. colocar el disco quitado en una varilla libre " dicho momento, o sobre un

disco de mayor diametro.

Cuando, observando estas condiciones, los sacerdotes consigan traspasar los 64

discos do la primera varilla a la tercera, comenzara el fin del Mundo...

130. Un juego interesante

Probar con vuestro amigo jugar el siguiente juego. Colocar sobre una mesa tres
montoncitos de cerillas. Por ejemplo, de 12, 10 y 7 cerillas. El juego consiste en
tomar, alternandose, cualquier cantidad de cerillas en los montoncitos, pero en un
montoncito a la vez. Se pueden tomar de sola vez todas las cerillas de un
montoncito. Gana aquél que tome las ultimas cerillas. Veamos, como ejemplo, a

jugarnos una partida. Uno de los jugadores sera A y el otro B.
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Posicion Inicial - 12 10 7
Después de jugar A 12 10 6
" B 12 7 6

A A 1 7 6

A B 1 5 6

A A 1 5 4

h B 1 3 4

A A 1 3 2

A B 1 2 2

A A 0 2 2

A B 0 1 2

A A 0 1 1

A B 0 0 1

La ultima jugada le toca al jugador A y gana. La pregunta consiste en lo siguiente:

épuede A jugar de tal forma que siempre gane?
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Capitulo 11

El domind

Nota histdrica

Se supone que el juego al "domind" llegd a nosotros de los hindles o griegos
antiguos. En efecto, la simplicidad de este juego nos hace pensar de que fue
inventado en tiempos muy remotos, en loe albores de la civilizacidon. En lo que se
refiere al procedimiento del nombre, dado a este juego, existen muchas
divergencias. Los filélogos buscan su raiz en lenguas antiguas, pero la suposicidon
mas probable es la siguiente. El juego al domind era permitido en monasterios
catodlicos y comunidades religiosas. Pero, como es sabido, en estos lugares todo
comenzaba con bendiciones a Dios. Y cuando el jugador ponia la primera ficha
pronunciaba: "benedicamus Domino" es decir, "bendecimos al Sefior" o bien
"Domino gratias" o sea, "Gracias al Sefor". De aqui surgid el nombre del juego

"domind".

131. Un sorprendente adivinador

Diez fichas del domind estan puestas "boca abajo" en un orden creciente de los
puntos de derecha a izquierda, o sea, uno, dos, tres puntos, etcétera. El
"adivinador" acuerda con los presentes que mientras él se retira a otro cuarto o se
vuelve de espaldas, ellos cambian de lugar cuantas fichas quieran, pero con la Unica
condicidon que no se altere el orden correlativo, tanto de las fichas cambiadas, como
de las no cambiadas, El adivinador regresa y se compromete a adivinar, no sélo la
cantidad de fichas movidas, sino también a levantar aquella ficha, cuya cantidad de
puntos es igual a la cantidad de fichas movidas.

Y, efectivamente resulta que la ficha necesaria siempre se puede encontrar. Para
ello no hacen falta incluso "suposiciones", hasta con el mas simple calculo

aritmético, que no sale de las primeras diez cifras.
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Figura 59

Examinemos este truco con mas detalle. Para ello, damos vuelta las fichas del
domind. Al principio, las fichas estan colocadas de derecha a izquierda como se
muestra en la fig.59

El "adivinador" se retira a otra habitacién y aquél que desee comprobar sus
cualidades, maravillosas cambia de lugar varias fichas, de derecha a izquierda, no
alterando la posicion relativa de las mismas y después coloca las fichas en fila como
estaban antes. Supongamos, por ejemplo, que la primera vez se cambian de lugar 4

fichas. Entonces, el nuevo orden sera el de la fig.60.

Figura 60

Es evidente que la primera ficha de la izquierda tiene cuatro puntos, lo que
corresponde a la cantidad de fichan cambiadas. Por eso, en cuanto regresa el
adivinador lo primero que hace es levantar esa ficha, ponerla sobre la mesa y decir:
"Han sido cambiadas cuatro fichas del domind". Para provocar mayor interés se
puede obrar con un poquito de picardia. Aunque la cuestidon consiste en ver cuantos
puntos tiene la ficha de la izquierda, el "adivinador" puede fingir que sabe qué
cantidad de fichas se han cambiado y que levanta la ficha a la izquierda solamente
para confirmarlo con mas fuerza.

Mas adelante, el juego adquiere una forma mas sorprendente e interesante. Las
fichas quedan en el mismo orden y el adivinador se retira de nuevo sabiendo que la

ultima ficha de la izquierda tiene cuatro puntos. Independientemente de la cantidad
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de fichas que sean cambiadas de lugar durante su ausencia (otra vez de derecha a
izquierda sin alterar el orden) si al regresar levanta la quinta ficha (4 + 1+= 5),
contando de la izquierda a derecha, la cantidad, de puntos en ella siempre
correspondera a la cantidad de fichas cambiadas. Supongamos que la segunda vez

se han cambiado de derecha a izquierda tres fichas.

S

Figura 61

Entonces, resultard un orden de las fichas igual al dado en la fig.61 v,
efectivamente, la quinta ficha, contando por la izquierda, contiene tres puntos.
Después de levantar y poner en su sitio esta ficha, no serd ya dificil, sin necesidad
de mirar, calcular que ahora la ultima ficha de la izquierda contiene siete puntos.
Sin olvidar esto, el adivinador propone cambiar nuevamente cualquier cantidad de
fichas, de derecha a izquierda, y se retira por tercera vez sabiendo, de antemano,
que al regresar debe levantar la octava ficha y que la cantidad de puntos en ella
coincide con la cantidad de fichas cambiadas de lugar durante su ausencia.

En general, sabiendo la cantidad de puntos que contiene la ultima ficha de la
izquierda, lo que como vemos no es dificil, afiadiendo a esta cantidad una unidad y
luego contando de izquierda a derecha, siempre encontrara la ficha, cuyos puntos
indican la cantidad de fichas cambiadas.

Ademas, es facil ver que para cada ficha la suma de sus puntos mas su numero en
la fila es precisamente igual al nimero de la ficha que debemos descubrir la
siguiente vez (si la suma es mayor que 10, entonces, de ella se sustrae 10). Esto
simplifica toda clase de razonamientos, puesto que es suficiente afiadir a la suma de
los puntos de la ficha descubierta su nUmero, para obtener el nUmero (puede ser y
después de restar 10) de la ficha que debemos descubrir la siguiente vez. En el
ejemplo examinado se descubrié la quinta ficha (que contenia tres puntos. Por lo

tanto, la siguiente vez se debe levantar la octava ficha (5 + 3 = 8).
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Como vemos, este truco el muy facil, pero sumamente impresionante. Es de

resolucion facil y cualquiera que lo desee puede hacerlo.

132. Una adivinacion justa

Tome veinticinco fichas del domind, coldéquelas "boca abajo" y una tras otra de tal
forma que sean contiguas por los lados mas largos. A continuacién, déle las
espaldas o incluso retirese a otra habitacién, para que alguien cambie de lugar,
pasando del lado derecho al izquierdo, cierta cantidad de fichas (pero no superior a
doce). Al regresar a la habitacién, inmediatamente descubrird la ficha, cuya
cantidad de puntos lo indica, sin duda, la cantidad de fichas traspasadas durante su
ausencia.

¢Como hacerlo?

133. La suma de todos los puntos del domind.

Determine la suma de los puntos que contienen todas las fichas del dominé.

134. Un pequeio truco

Coloque "boca abajo" todas las fichas del domind sin los dobles. Esconda una ficha,
sin que nadie se dé cuenta, pero que no sea doble.

Después proponga a alguien tomar una ficha cualquiera, mirarla y ponerla sobre la
mesa "boca arriba". A continuacién, pidale que descubra las restantes fichas del
domind y que las una conforme a las reglas del domind, comenzando por la primera
que descubrid, pero sin cerrar el juego. Las fichas tomaran cierta posicion en la fila,
y usted podra anticipar la cantidad de puntos que se obtienen en cada extremo de
esta fila. Estas cantidades seran precisamente las mismas que contiene cada
cuadrado de la ficha que escondio.

Evidentemente, si colocamos todas las fichas del domind una tras otra, en el orden
requerido por las reglas de este juego, es decir, que las fichas sucesivas se unen
por los cuadrados con igual cantidad de puntos, la fila de fichas siempre terminara
con la misma cantidad de puntos que comenzd. Si, por ejemplo, la fila de fichas
comienza por el cuadrado de una de ellas con cinco puntos, entonces, terminara

también en un cuadrado de cinco puntos. Claro estd, con la condicién que la fila no
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se cierre hasta que no estén colocadas todas las fichas. Asi, el total de 21 fichas sin
los dobles se pueden unir ateniéndose a las reglas del juego, formando un circulo
cerrado, pero si de él se extrae, por ejemplo, la ficha (3, 5) es evidente que la fila
de fichas comenzara con cinco y terminara en tres.

Con esto pequefio truco se puede provocar el interés de aquellos que no saben en
qué radica el asunto, sobre todo si se insinda la realizacion de complicados célculos

de memoria. Es también conveniente que al repetir el truco lo varie en lo posible.

135. La maxima cantidad

Supongamos que juegan al domind cuatro personas, en forma individual y no por
pares. Al comienzo del juego cada jugador tiene siete fichas. La distribucion de
estas fichas entre los jugadores puede crear situaciones muy curiosas, cuando, por
ejemplo, el primer jugador gana forzosamente, mientras que el segundo y tercero
no ponen en el juego ni una ficha. Supongamos que el primer jugador tiene sus

cuatro primeros ceros (blancas) y los tres ultimos unos, o las siguientes fichas:

(0, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6)

el cuarto jugador, digamos, los restantes unos y ceros, o sea las fichas

(1, 1), (1, 2), (1, 3), (0, 4), (0, 5), (O, 6)

y cualquiera otra ficha. Las demas fichas estan distribuidas entre el segundo y
tercer jugadores. En este caso, el primer jugador gana después de ser puestas las
13 fichas antes indicadas, mientras que el segundo y tercer jugador no colocan
ninguna.

En efecto, el primer jugador comienza la partida y pone (0, 0). El segundo y tercero
"pasan" puesto que no tienen fichas que casen. Entonces, el cuarto jugador puede
poner cualquiera de las tres fichas (0, 4), (0, 5) 6 (0, 6). Pero el primero responde
con (5, 1) 6 (6, 1). El segundo y tercero otra vez no pueden poner ninguna ficha, el
cuarto coloca (1, 1), (1, 2) 6 (1, 3), a lo que el primero puede responder con (1, 0),

(2, 0) 6 (3, 0) y asi sucesivamente. De tal forma, el primer jugador pone todas sus
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fichas mientras que el segundo y tercero se quedan con todas las que tenian y el
cuarto, con una. éCuantos puntos gana el primer jugador? La suma de los puntos de
las 13 fichas jugadas, como vemos, es igual a 48, la suma de todo el juego es de
168. Entonces, el primer jugador gana 168 - 48 = 120 tantos en una partida. Esta
es la maxima cantidad de puntos posible.

También se pueden componer otras partidas, semejantes a la anterior. Para ello
basta con reemplazar respectivamente las fichas con ceros y unos por otras con
otros numeros de puntos: 2, 3, 4, 5 6 6. La cantidad de estas composiciones, por
consiguiente, es igual a todas las combinaciones simples de siete elementos
tomados, de dos, o sea es igual a 21. Es evidente que la probabilidad de obtener
una partida asi, de forma casual, es sumamente pequena. Ademas, todas las otras

partidas, a excepcion de la antes analizada, dan menos de 120 puntos ganados.

136. Un cuadrado de 8 fichas
¢Serd posible construir un cuadrado con 8 fichas del domind, tal, que cualquier linea
recta trazada en él intersecte, par lo menos una ficha? El cuadrado mostrado en la

fig. 62 no sirve, ya que la recta AR no intersecta ninguna ficha.

Figura 62

137. Un cuadrado de 18 fichas
¢Se puede construir un cuadrado con 18 fichas del domind que satisfaga las

condiciones del problema anterior?

138. Un rectangulo de 15 fichas
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¢Serd posible construir un rectangulo con 15 fichas del domind que satisfaga las

condiciones del problema 113?
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Capitulo 12

El juego de damas

139. Permutar las fichas
Cuatro fichas blancas y cuatro negras estan situadas tal como se muestra en la fig.
63.

J 4 5 6 70 9
Figura 63

O
)
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<

Es preciso pasar fichas blancas a las canillas con los nimeros 1, 2, 3, 4 y las fichas
negras a las casillas con los numeros 6, 7, 8, 9 observando las siguientes

condiciones:

1) cada ficha puede pasar a la casilla mas cercana o saltar una casilla, pero no
mas;

2) ninguna ficha debera regresar a la casilla donde ya estuvo antes;

3) en cada casilla no puede haber mas de una ficha; deberd comenzarse

moviendo una ficha blanca.

Se puede proponer este juego tomando cualquier cantidad do fichas blancas y la
misma de negras. Ya con cuatro fichas (2 blancas y 2 negras) este juego resulta

interesante para nifos do edad preescolar.

140. Cuatro pares

Tomar cuatro fichas blancas y 4 negras y colocarlas en fila en orden alternativo:
blanca, negra, blanca, negra y asi sucesivamente. Se permite utilizar dos casillas
libres pero solamente para pasar dos contiguas, no cambiando el orden en que
estan. Observando estas condiciones es preciso, en cuatro jugadas, de dos en dos
fichas, distribuirlas de tal forma que resulten en fila primero cuatro fichas negras y

a continuacion cuatro blancas.
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141. Cinco pares

Poner en fila cinco fichas blancas y cinco negras en orden alternativo: blanca,
negra, blanca, negra y asi sucesivamente. Utilizando dos casillas libres y pasando a
ellas de dos en dos fichas contiguas sin cambiar el orden relativo do las misinas, es
preciso, en cinco jugadas, distribuir todas las fichas de tal forma que resulten en fila

primero las negras y a continuacion las blancas.

142. Seis pares
Se han puesto en fila en orden alternativo seis fichas blancas y seis negras: blanca,

negra, blanca, negra y asi sucesivamente (fig. 64).

ol Bell Neoll Mol Mol NoN
1 23456758 9%101l12

Figura 64

Utilizando dos casillas libres y pasando a ellas de dos fichas contiguas sin cambiar
su orden reciproco, es preciso, en seis jugadas, situar en fila primero todas las

fichas negras y después todas las blancas.

143. Siete pares
Se han colocado en fila 7 fichas blancas y 7 negras en orden alternativo: blanca,

negra, blanca, negra y asi sucesivamente (fig. 65).

ol Bl el el Ne Mo NoN
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Figura 65

Utilizando dos casillas libres y pasando a ellas de dos en dos fichas contiguas sin

cambiar su orden reciproco, es preciso, en siete jugadas, distribuir todas las fichas
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de tal forma que resulten en fila primero todas las negras y a continuacién todas las

blancas.

144. Cinco lineas, 10 fichas
Trazar en un papel cinco lineas rectas y disponer en ellas 10 fichas, de tal forma

gue en cada linea haya 4 fichas.

145. Una distribucion interesante

Disponer en circulo o en fila 12 fichas negras y 12 blancas, de tal forma que
comenzando a contar desde la primera ficha se retire del circulo o fila cada séptima
ficha y que al final resulten retiradas todas las fichas blancas, mientras que las

negras quedan en su sitio.
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Capitulo 13

El ajedrez

Con relacion al numero de 20 cifras, dado en la resolucion del problema 129, existe
otra leyenda, también de procedencia hindd, que nos relata el escritor arabe Asafad.
El brahman Sessd, hijo de Dahera, inventd el juego al ajedrez, cuyo rey, siendo la
figura mas importante, no puede dar un paso sin la ayuda y defensa de sus
subditos: los peones y otras figuras. Inventd este juego para entretenimiento de su
monarca y soberano de la India, Sheram. El monarca Sheram, admirado del Invento
de su brahman, prometié darle todo lo que pidiese.

- Entonces - dijo Sessa - ordena que me den tantos granos de trigo, cuantos
resulten de colocar en la primera casilla del tablero de ajedrez un grano, en la
segunda 2, en la tercera 4, la cuarta 8 etc., o sea, duplicando la cantidad de granos
hasta llegar a la sexagésimo cuarta casilla.

El soberano de la India no pudo hacerlo. La cantidad de granos exigidos se
expresaba por un numero de veinte cifras. Para satisfacer el "modesto" deseo del
brahman seria preciso ocho veces sembrar toda la superficie del globo terrestre y
ocho veces recoger la cosecha. Solamente entonces se obtendria la cantidad de
granos que pedia Sessa.

iPrometer "todo lo que se quiera" es facil, pero es dificil cumplir la promesa!

146. Cuatro caballos negros

En un tablero del ajedrez se tienen cuatro caballos (fig.66).
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Figura 66

Es preciso dividir el tablero en 4 partes, iguales en cuanto a su configuracién, de tal

forma que en cada parte haya exactamente un caballo.

147. Un pedn y un caballo
Poner en el tablero de ajedrez un pedn. éPodra un caballo, situado en una de las
casillas libres, pasar por todas las casillas restantes y regresar a la inicial, pasando

por cada casilla libre sélo una sola vez?

148. Dos peones y un caballo
Colocar dos peones en dos angulos opuestos del tablero del ajedrez. éPodra un
caballo pasar por las casillas restantes, observando las condiciones del ejercicio

anterior?

149. Un caballo
¢éPodrda un caballo pasar por las 16 casillas centrales de un tablero de ajedrez,

permaneciendo en cada una de ellas una sola vez?

150. Los escarabajos
Supdngase que ha conseguido prender 25 escarabajos y poner uno en cada casilla

de una parte del tablero del ajedrez de 5 x 5 casillas (fig. 67).
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Ahora vamos a suponer que cada escarabajo pasa a la casilla contigua por la

horizontal o vertical. ¢Qué le parece, quedaran casillas libres después de que pasen?

151. Escarabajos en un tablero del ajedrez
¢Cual sera la respuesta al problema anterior para todo el tablero del ajedrez de 8 x

8 casillas?

152. El camino cerrado de un escarabajo
¢éPodrd un escarabajo, puesto en cualquier casilla del tablero del ajedrez vy
caminando de casilla a casilla contigua en sentido vertical u horizontal, pasando una

sola vez por todas las casillas del tablero, regresar a la inicial?

153. Un pedén y un domind

Supongamos que tenemos un tablero de ajedrez y 32 fichas del domind, cada una
de ellas con un tamafo igual a dos casillas del tablero. En una casilla cualquiera del
tablero ponemos un peodn. éSerd posible después cubrir la parte restante del tablero
con lar fichas del domind, de tal forma que ninguna de ellas sobresalga del tablero y

que no haya fichas encimadas?

154. Dos peones y un dominé
Poner dos peones en dos angulos opuestos del tablero. éSerd posible cubrir la parte
restante del tablero con las fichas del domind, observando las condiciones del

ejercicio anterior?

155. Otra vez dos peones y un dominé
Poner dos peones en dos casillas de diferente color. ¢Serd posible cubrir la parte

restante del tablero con las fichas del domind?

156. Las figuras del ajedrez y el domind
éCuantas figuras del ajedrez sera preciso poner en un tablero para que en él no se

pueda colocar ni una ficha del dominé?
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157. Sobre las ocho reinas

En un tablero de ajedrez, compuesto por 64 casillas, distribuir ocho reinas de tal
forma que ninguna de ellas pueda matar a otra. Es decir, en ocho casillas del
tablero de ajedrez colocar ocho reinas, de tal forma, que los pares de ellas no estén
situadas en ninguna linea paralela a cualquier borde y en ninguna linea paralela a
cualquier diagonal del tablero.

A la resolucién de este problema se dedicd el famoso matematico aleman Gauss.
Mostraremos algunas de sus soluciones y a continuaciéon, daremos una tabla con

todas las 92 que tiene.

kALl --II

Figura 68

En la fig. 68 se da una de estas soluciones. Designémosla mediante ocho cifras
(68241753),

cada una de las cuales indica la posicién de una reina en cada columna del tablero,
0 sea, 6 indica que la reina se encuentra en la primera columna, contando de
izquierda a derecha, en la sexta casilla, contando de abajo arriba; 8, que la reina se

halla en la segunda columna, en la octava casilla y asi sucesivamente.
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Figura 69

A continuacion, llamaremos columnas a las filas verticales de casillas, y filas a las
horizontales.

También numeraremos las filas con las cifras de 1 a 8 contando de abajo arriba. Asi
pues, la primera solucién, escrita antes mediante un renglén de niumeros, seria mas

correcto escribirla asi:

(A) filas 68241753
columnas 12345678

Figura 70

Si giramos al tablero en 90° en direccion contraria a las manecillas del reloj,
entonces, de la primera solucion obtendremos otra, correspondiente a ella, dada en
la fig.69.
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Figura 71

Para obtener esta solucidn correspondiente, mediante las cifras de la primera, basta
con distribuir las columnas de la tabla (A) de tal forma que las cifras del primer

rengldén vayan en orden decreciente:

(B) 87654321
26174835

Las cifras del segundo rengldn de la tabla, obtenida mediante este procedimiento,
dan una solucioén correspondiente a la primera (B): (26 17 4 8 3 5).

Las figuras (figs. 70 y 71), representan la segunda y tercera soluciones
correspondientes a la fig. 68. Ellas se pueden obtener girando al tablero del ajedrez
en 90° y luego en otros 90° en direccidon contraria al sentido de las manecillas del
reloj. De forma semejante a la anterior, también se puede obtener la designacion
numérica de la posicion III (fig. 70), deducida de la posicion II (fig. 69), y la de la
posicion IV? (fig. 71), deducida de la posicion III.

Pero es también posible obtener la posicion III directamente de la I y la IV
inmediatamente de la II. Para ello obramos de la siguiente forma. Las soluciones de

las figs. 68 y 69 las designamos mediante los renglones de cifras:

(68241753)y(26174835).

Escribamos estas cifras en orden inverso:

(35714286)y(53847162)
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restando de 9 cada una de estas cifras, obtenemos

(64285713)y(46152837).

Estas ultimas cifras son la designacion numérica de las resoluciones en las figs. 70 y
71.
De tal forma, en el caso general, ciertas soluciones del problema sobre las reinas

dan lugar para otras tres soluciones correspondientes.

Figuras 72y 73

En la fig. 72 se da otra solucién del problema. Su particularidad consiste en que de
ella resulta sélo una solucién correspondiente (fig. 73). En efecto, si giramos el
tablero en 180° otra vez obtenernos la misma disposicién. La fila de cifras (4 6 8 2
7 1 3 5) que representa esta solucién, se diferencia en que sumandola con una fila,

compuesta por las mismas cifras. pero escritas en orden inverso, da

(999999909).

Tomamos cualquier solucién del problema sobre las ocho reinas y en nuestro dibujo
invertimos el orden de las columnas del tablero, es decir, la octava pasara a ser la
primera, la sétima pasara a ser la segunda y asi sucesivamente.

O escribimos la designacion numeérica de esta solucion en orden inverso, que de

hecho es lo mismo y, de tal forma obtenemos una solucién inversa a la dada. Es
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facil comprobar que esta solucion se diferencia de cualquier solucién
correspondiente.

Prescindiendo del procedimiento para el hallazgo de las soluciones mas simples,
demos estas soluciones en la fig. 74.

Cada una de las soluciones de I a IX da 4 correspondientes, como ya hemos
explicado antes, y 4 inversas, o sea, soluciones en total 8; la ultima, XII, da

solamente 4 soluciones.

Figura 74

O sea, en total resultan 92, con las cuales se agotan todas las soluciones de este

problema. La tabla de las 92 soluciones se da mas abajo.
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Tabla de todas las soluciones del

problema sobre las ocho remnas

&7 5148 8273

E. I. Ignatiev

| 1568 3724 24 3081 5724 70 6318 5247
21683 7425 25 3682 4175 48 5484 2736 71 6357 1428
31740 8258 20 3728 5146 49 5186 3724 72 6358 1427
{1758 2483 27 3728 6415 50 5248 8317 73 6372 4815
5 2468 3175 28 3847 1625 51 5247 3861 74 6372 8514
6 2571 3864 20 4158 2736 52 5261 7483 75 6374 1825
7 2574 1803 30 4158 G372 53 5281 4736 70 0415 8273
£ 2617 4835 31 4258 G137 54 5316 8247 77 6428 5748
0 2683 4475 32 4273 6815 55 5317 2884 78 6471 3528
(0 2790 8514 33 4273 6851 56 5384 T162 79 6471 8253
1 2758 1463 B84 4275 1863 57 5713 3842 80 AK24 1753
12 2860 3574 35 4285 7136 58 5714 2863 81 7138 6425
13 3175 8246 30 4288 1357 59 5724 8130 B2 T241 8536
19 3528 1746 37 4615 2837 60 5726 3148 83 7203 1485
15 3528 6471 38 4682 7135 61 5720 3184 84 7316 8524
16 3571 4286 30 4683 1752 62 5741 3862 85 TI82 5164
7 3584 1726 40 4718 5263 63 5841 3627 86 T425 8138
18 3625 8174 41 4738 2516 04 5841 7263 87 7428 o135
10 3627 4485 42 4752 6138 65 6152 R3T4 88 7581 0824
M) 3827 5484 43 4753 1682 66 8271 3584 80 8241 7538
21 3641 8572 44 4813 6275 67 6271 4853 00 8253 1746
22 3642 5571 45 4815 T263 68 6317 58249 91 8316 2574
21 3681 4752 40 4853 1720 69 638 4275 92 B413 6275
Tabla 74

El lector puede, por cuenta propia, componer una tabla con todas las soluciones,
utilizando para ello un procedimiento sistematico muy simple. Primero debera
colocar una reina en la casilla mas baja de la primera columna a la izquierda,
después otra en la segunda columna, también lo mas bajo posible, y asi
sucesivamente procurando siempre colocar cada reina en la siguiente columna lo
mas bajo posible que permite la reina situada a su izquierda. Cuando llega el
momento en que en la siguiente columna ya no es posible colocar una reina, debera
subirse la reina de la columna anterior en una, dos, tres... casillas y continuar la
distribucidén de las reinas restantes, ateniéndose siempre a la misma regla: subir las
reinas ya colocadas solamente en el caso cuando a la derecha no hay sitio para
ubicar la siguiente.

Cada solucion hallada se escribe y, de tal forma, van sucediéndose unas a otras

también en un orden numérico consecutivo. La tabla asi obtenida se puede
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comprobar formulando las soluciones correspondientes e inversas, deducidas de las

primeras.

158. El juego con un caballo del ajedrez

En este capitulo ya hemos tocado la cuestidon de si puede o no un caballo de ajedrez
recorrer una parte del tablero, pasando por todas las casillas una sola vez.

He aqui otro problema también antiguo sobre el juego con un caballo de ajedrez.
Supongamos que en una de las casillas de un tablero de ajedrez se halla un caballo.
Es preciso recorrer con él las restantes 12 casillas, pasando por cada una de ellas
una sola vez. A primera vista no se ve incluso claro por dénde comenzar a resolver
este problema. Pues, desde cada casilla inicial debe partir una ruta determinada
jugadas. También es posible que para cierta cantidad de casillas; esa ruta no exista
en general. A la solucién de este problema se dedicé el matematico Euler. En una de
sus cartas a Holbach (con fecha del 26 de abril de 1757) da una de las soluciones a
dicho problema. He aqui lo que entre otras cosas escribe Euler en esa interesante
carta:

"...El recuerdo sobre un problema que se me propuso en cierta ocasion, no hace
mucho, me sirvié de motivo para realizar algunas investigaciones finas, en las
cuales un analisis ordinario, segun me parece, no tiene ninguna utilidad. La cuestién
radica en lo siguiente. Es preciso recorrer con un caballo de ajedrez las 64 casillas
del tablero, de tal forma que por cada una de ellas pase una sola vez. Con este fin,
todas las casillas, por las que consecutivamente pasa el caballo durante las jugadas,
se cubren con sellos. Pero a esto se afiade una condicién mas, o sea, el comienzo de
las jugadas debe realizarse desde una casilla determinada. Esta ultima condicién
segun me parece, dificulta mucho la cuestién. No obstante, yo afirmo quo si el
trayecto completo que recorre el caballo es regresivo, o sea, si el caballo puede
pasar de la ultima casilla otra vez a la primera, entonces, se liquida también esta
dificultad. Después de realizar algunas investigaciones sobre el tema, por fin,
encontré un procedimiento claro para el hallazgo de cualquier cantidad de
soluciones semejantes (su numero, sin embargo, no es infinito) sin hacer pruebas.

Una solucidén de estas se de en la fig. 75.
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El caballo juega conforme el orden indicado por nimeros. Puesto que de la ultima
casilla 64 puede pasar a la 1, entonces, el trayecto completo que recorre es

regresivo".
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Figura 75

Tal es la solucion del problema sobre el juego con un caballo del ajedrez, dada por
Euler. En su carta el ilustre cientifico no explica ni los métodos ni el camino que le
condujeron a este descubrimiento. Brindamos a continuacién algunos métodos
distintos para la resolucién de este problema, mas simétricos y sistematizados.

I. Dividimos el tablero del ajedrez en dos partes: interior, compuesta por 16 casillas

y exterior (fig. 76).

Figura 76
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Cada 12 casillas de la parte exterior, marcadas con letras iguales, dan una de las
rutas en zigzag del caballo del ajedrez por la parte exterior del tablero; de igual
modo, cada cuatro casillas de la parte interior, con la misma marcacién, dan una de

las rutas cerradas del caballo en forma de cuadrado o rombo.

Figura 77

En la fig. 77 se dan dos rutas en zigzag por la parte exterior del tablero. Estas rutas
estan marcadas con las letras a y b. En la misma figura se dan dos rutas por la
parte interior del tablero. Designamos estas rutas por a’ y b', conforme a las
anotaciones en la fig. 76.

Terminada una de las rutas circulares por la parte exterior del tablero, el caballo
puede pasar a cualquiera de las tres rutas interiores con otra designacion. No es
dificil, basta con tomar un tablero y un caballo, hallar, ademas por distintos
procedimientos, cuatro rutas por 16 casillas, tales como por ejemplo

ab', bc', cd', da'.

Efectivamente, si observa con atencién las figs. 76 y 77 o un tablero del ajedrez,
vera que para proyectar una ruta del caballo por 16 casillas es preciso Unicamente
unir una ruta circular exterior de 12 casillas con una interior, pero con otra letra de
designacién, mediante una linea recta, destruyendo al mismo tiempo, en cada una
de las rutas circulares L linea de cierre. De tal forma, obtendremos cuatro rutas
circulares por 16 casillas. Estas cuatro rutas se pueden unir nuevamente de
distintas formas con el fin de obtener la ruta completa del caballo por las 64 casillas
del tablero.
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Asi, pues, se coloca un caballo en una casilla cualquiera, por ejemplo, de la parte
exterior del tablero y desde ella el caballo recorre una ruta por 12 casillas; a
continuacion pasa a una de las tres rutas interiores con distinta designacion, recorre
esta ruta en cualquier direccidon y pasa otra vez a la parte exterior, donde realiza el
segundo recorrido en zigzag por 12 casillas, luego salta otra ves a una de las rutas
interiores, con una designacién diferente a la anterior, pasa por ella, salta de nuevo
a una de las rutas exteriores y asi sucesivamente, hasta que recorre las 64 casillas.

Este procedimiento para la resolucién del problema, es tan simple y facil que no

necesita explicaciones mas detalladas.

Figura 79

II. Este problema se puede resolver mediante otro procedimiento también facil. En
este caso, para mayor comodidad, el tablero se divide mediante dos lineas centrales
en 4 partes con 16 carillas en cada una de ellas (fig. 78). Las 16 casillas de cada
cuarta parte marcadas con letras iguales, se pueden unir mediante ley lados de dos
cuadrados o dos rombos que no tengan ni un sdlo vértice comun (fig. 79). Uniendo
a su vez, los cuadrados y rombos, con las mismas letras de designacion, de todos
los cuartos de tablero, se pueden obtener cuatro rutas circulares y regresivas de 16
casillas. Uniendo después estas rutas, obtenemos la ruta completa del caballo por
las 64 casillas.

Es conveniente hacer también la siguiente observacién. En cada cuarto de tablero,
en forma de rombos y cuadrados, estan marcadas cuatro rutas del caballo. Si
unimos loe rombos y cuadrados, designados con iguales letras, de las cuatro partes

del tablero obtenemos cuatro rutas regresivas de lo casillas cada una.
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Ciertas dificultades pueden surgir cuando para obtener la ruta completa por las 64
casillas, comenzamos a unir entre si las cuatro rutas de 16 casillas. En este caso es
necesario tener en cuenta que la cadena (o fila de rutas) se puede modificar sin
interrumpirla. Esto esta basado en la siguiente regla.

Supongamos que tenemos una cadena cerrada de jugadas que pasan por las
casillas A, B, C, D, E, F, G, H, f, J, H, L y que los extremos de esta cadena son Ay
L. Si, por ejemplo, la casilla D, diferente de la penultima K, es halla a la distancia de
una jugada del caballo de la ultima casilla L, entonces, DE se puede sustituir por DL

y la cadena de jugadas se transforma en

ABCDLKIJIHGFE,

o sea, la segunda mitad de la cadena sera recorrida por el caballo en orden inverso.
Lo mismo resulta en el caso cuando una casilla cualquiera menos la segunda, se
comunica mediante una jugada del caballo con la primera.

En conclusién, la cadena (o fila) de jugadas, se puede modificar sin interrumpirla.

La cantidad de rutas, por las cuales puede moverse el caballo dentro del tablero,
determinadas por los procedimientos que acabamos de analizar, no es infinita, pero

tan enorme que es dificil hacerse una idea sobre su magnitud.
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Capitulo 14

Problemas combinatorios con cuadrados

En los cuatro problemas dados a continuacion, nos dedicaremos a componer
"cuadrados magicos". Asi se llaman unas tablas cuadradas de numeros, cuyas
sumas de los numeros en cada fila, en cada columna y en cada una de las

diagonales del cuadrado son iguales entre si.

159. Distribuir tres nidmeros
En cada una de las 9 casillas del cuadrado (fig. 80). escribir una de las cifras 1. 2,
3, de tal forma que la suma de las cifras escritas en cada fila, columna y en

cualquier diagonal del cuadrado sea igual a 6. Hallar todas las variantes.

Figura 80

160. Distribuir 9 nimeros
En un cuadrado, dividido en 9 casillas, distribuir las cifras 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, de
tal forma que las sumas de las cifras escritas en cada fila, columna y en cualquier

diagonal del cuadrado sean iguales.

161. Distribuir 25 niumeros
Distribuir 25 nameros, de 1 a 25, en un cuadrado de 25 casillas, de tal forma que
en cada renglén, en cada columna y también en ambas diagonales del cuadrado se

obtengan las mismas sumas.

162. Distribuir 16 ndmeros
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En un cuadrado compuesto de 16 casillas, distribuir los nUmeros enteros de 1 a 16,
de tal forma que las sumas de los numeros en cada fila, columna y también en

cualquier diagonal del cuadrado sean iguales.

163. Distribuir cuatro letras

En un cuadrado, compuesto de 16 casillas, distribuir cuatro letras, de tal forma que
en cada fila, columna y en las diagonales del cuadrado cada letra sea inscrita una
sola vez. éCuan grande es el niumero de soluciones de este problema con letras

iguales y diferentes?

164. Distribuir 16 letras

En un cuadrado, compuesto de 16 casillas, distribuir 16 letras (cuatro letras a,
cuatro b, cuatro c y cuatro d) de tal forma que en cada fila y en cada columna
cualquiera de estas letras sean inscritas una sola vez.

Una pregunta semejante se puede formular para el caso de un cuadrado,
compuesto de 25, 36 y, en el caso general, n? casillas. Una tabla cuadrada en la que
cada fila es producto de la distribucion de cierta cantidad de diferentes letras o
cifras, y en la que las letras o cifras en

cada columna son también distintas, se llama cuadrado latino.

Estos cuadrados por primera vez fueron analizados por Euler en 1782. El término
"latinos" esta relacionado con el hecho que los elementos del cuadrado se designan
con letras latinas a, b, c,... La cantidad de diferentes cuadrados latinos de n? casillas
crece con mucha rapidez a medida que crece el nUmero n. Acordemos designar por
k! el producto de la multiplicacion de todos los nimeros enteros de 1 a k, k! =1 x 2
X 3 X....x k.

Es sabido que existen no menos de n! x (n-1)!... x 2! x 1! cuadrados latinos con
dimensiones; de n x n. El valor exacto de esta expresion es conocido solamente

para n pequenos.

165. Distribuir 16 oficiales
En cada uno de cuatro regimientos fueron elegidos cuatro oficiales de distinto grado

(coronel, mayor, capitan y teniente). Es preciso distribuir estos dieciséis oficiales en
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un cuadrado, de tal forma que en cada fila y en cada columna haya un oficial de

cada grado y un representante de cada regimiento.

166. Una partida de ajedrez
En una partida de ajedrez se encuentran dos equipos, cada uno de cuatro personas.
Cada participante debe jugar una partida con cada jugador del equipo adversario.

Es preciso elaborar el grafico del concurso de tal forma que:

1. cada ajedrecista juegue dos partidas con las figuras blancas y dos con las
negras;
2. en cada serie de partidas cada equipo juegue dos partidas con figuras blancas

y dos con negras.

Se pueden proponer problemas semejantes a los dos ultimos para cualquier nimero
n de oficiales y regimientos y para equipos con cualquier cantidad de participantes.
Es facil ver que siendo n = 2 el primer problema no tiene solucién. Es imposible
distribuir cuatro oficiales de dos grados y de dos regimientos, conforme exigen las
condiciones del problema. En 1782 Euler suponia que este problema era irresoluble
siendo n=2, 6, 10, 14,..., es decir, con todos los valores de n, cuya divisién por 4 da
un resto de 2. Esta deduccién fue confirmada en 1900 para n = 6. Y, por ultimo, en
1959 fue determinado que en todos los casos cuando n distinto de 2 y 6, este
problema tiene solucion. Resulté que siendo n>6 la suposicidon de Euler no es justa.

Euler se equivoco.
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Capitulo 15

La geometria de los viejos

167. Sobre una arafia y una mosca
En el angulo C del techo de un local (fig. 81) se encuentra una arafia y en el suelo

en el angulo opuesto K, duerme una mosca.

Figura 81

¢Cual es el trayecto que debe recorrer la arafa para llegar donde la mosca por la

distancia mas corta?

Puentes e islas

¢Ha vivido o vive usted actualmente en alguna ciudad o lugar por donde pasa un rio
con afluentes y brazos que forman islas? Posiblemente que el rio, sus afluentes y
brazos sean cruzados por puentes que unen distintas partes de la ciudad. En
Leningrado, por ejemplo, el rio Neva tiene gran cantidad de afluentes, brazos y
canales cruzados por multitud de puentes y pasos. ¢Ha pensado alguna vez (claro
esta, si vive en un lugar por donde pasa un rio con islas y puentes) de dar un paseo
por todos esos puentes pero de tal forma que pase una sola vez por cada uno de
ellos? Es dudoso que haya pensado en ello y sin embargo nos encontramos ante un
problema sumamente interesante e importante, formulado por primera vez por el

famoso matematico Euler.

Colaboracion de Arturo Novoa 110 Preparado por Patricio Barros
Antonio Bravo



En el Reino del Ingenio E. I. Ignatiev

La parte instructiva de los problemas que proponemos a continuacién, consiste en
investigar si es posible o no la solucion del problema dado, antes de comenzar a

resolverlo. Euler, en particular, analizé detalladamente el caso cuando es imposible.

168. El problema de Euler

El problema, propuesto por Euler en 1759 consiste en lo siguiente.

Un rio, que rodea una isla, se divide en dos brazos, cruzados por siete puentes: a,
b, ¢, d, e, f, g (fig. 82).

¢Serd posible realizar un paseo durante el cual se pase por todos los puentes una
sola vez sin pasar por ninguno de ellos dos 0 mas veces?

- iEso es posible sin duda! - dird uno. - iNo, eso es imposible! - respondera otro.
Pero... écomo demostrar quién de los dos tiene razéon?

El camino mas facil para la solucidon de este problema puede parecer el siguiente: se
efectlan todas las pruebas posibles de paso por los puentes, o sea, se enumeran
todas las rutas posibles y después se examina cual o cuales de ellas satisfacen las
condiciones formuladas en la pregunta. Pero, estd claro que, incluso en el caso de
sOlo siete puentes, serd preciso realizar una cantidad excesiva de pruebas. O sea,
con el aumento de la cantidad de puentes este procedimiento, para la solucidn
practica del problema, es absolutamente increible. Ademas, incluso siendo la

cantidad de puentes invariable, el problema varia conforme a la situacién de loe
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puentes. Por lo tanto, escogeremos otro camino mas seguro para la solucién de este
problema.

Antes de todo investigamos si es posible o no realizar el recorrido por los siete
puentes, dada su situacion, observando las condiciones determinadas. Para facilitar
la investigacion introducimos las siguientes designaciones convencionales.

Tomamos por A, B, C y D las distintas partes de tierra dividida por los brazos del rio
(fig. 82) ElI paso del territorio A al territorio B lo designamos por AB,
independientemente al puente por el que pasamos, por a o por b. Si a continuacion
pasamos de B a D, este trayecto lo designamos por BD y todo el camino de Aa D
por ABD, es decir, B, en este caso, es al mismo tiempo lugar de llegada y de
partida.

Si pasamos después de D a C, todo el camino recorrido lo designamos por ABDC.
Esta designacién de cuatro letras significa que del lugar pasando por B y D y por
tres puentes, llegamos a C.

De tal forma, si pasamos después el cuarto puente, para designar el trayecto
recorrido necesitaremos cinco letras. Después de pasar el quinto puente tendremos
que designar el trayecto recorrido con seis letras y asi sucesivamente. En una
palabra, si pasamos una vez por los siete puentes, el camino recorrido debe
designarse con ocho letras (en general, si tenemos n puentes, para designar la ruta
que buscamos, usando por estos puentes, necesitaremos n+1 letras).

¢Pero cdmo y en que orden deben ir las letras en esta designacién?

Entre las orillas de A y B hay dos puentes. Entonces, la sucesidon de las letras AB o
BA tiene que figurar dos veces. Exactamente lo mismo deberia repetirse dos veces
la contiglidad de las letras A y C (entre estos territorios también hay dos puentes).
Después, por una vez debe haber contigliidad entre las letras Ay D, By D, D y C.
Por consiguiente, si el problema expuesto tiene solucién, es decir, si es posible
pasar los puentes asi como lo exigen las condiciones del problema, entonces es

necesario:

1. que toda la ruta se designe mediante ocho letras;
2. que en la distribucién de dichas letras se observen las condiciones indicadas

con referencia a la contigliidad y repeticiéon de las mismas.
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Examinemos ahora una circunstancia sumamente importante.

Tomamos, por ejemplo, el territorio A, unido con otros territorios mediante varios
puentes: a, b, ¢,... (en el caso dado mediante cinco puentes).

Si pasamos el puente a (indiferentemente desde donde; desde A o desde B) en la
designacidon del trayecto recorrido la letra A aparecera una vez. Supongamos que el
caminante paso6 8 puentes a, b y ¢, que conducen a A. Entonces, en la designacion
de este trayecto la letra A aparecera dos veces, lo que no es dificil comprobar. Si al
territorio A conducen 5 puentes, entonces, en la designacién del trayecto, a través
de dichos puentes, la letra A figurara 8 veces. En general, es facil ver que el nimero
de puentes que conducen a A es impar, para determinar cuantas veces en la
designacién del trayecto se repite la letra A, es necesario afiadir a dicho numero
impar de puentes una unidad y dividir la suma obtenida por dos. Esta regla también
es justa para cualquier otro territorio con un nimero impar de puentes que, para
abreviar, llamaremos a continuacion territorio impar.

Una vez asimiladas las condiciones expuestas, podemos proceder a la investigacion
final del problema de Euler.

Al territorio A conducen cinco puentes. A cada uno de los territorios B, C y D
conducen tres puentes. Entonces, todos estos territorios son impares, por lo tanto,
teniendo en cuenta lo dicho, en la designacidon completa del trayecto recorrido a

través de todos los siete puentes es preciso que:

e |aletra A figura (5 + 1)/2, o sea 3 veces;
e laletra B figura (3 + 1)/2, o sea 2 veces
e laletra Cfigura (3 + 1)/2, o sea 2 veces;
e laletra D figura (3 + 1)/2, o sea 2 veces;
e En total 9 letras.

De tal forma, resulta que en la designacién de la ruta que buscamos tienen que
figurar, obligatoriamente, 9 letras. Pero antes hemos ya demostrado que si el

problema tiene solucion, todo el trayecto debe designarse sdélo con ocho letras. De
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ello se desprende que, con la distribucidon dada de los siete puentes, este problema
es irresoluble.

¢Significa esto que el problema sobre el paso no repetido por ciertos puentes es
siempre irresoluble, cuando tenemos una isla, dos brazos y siete puentes? Claro que
no. Hemos demostrado Unicamente que el problema es irresoluble para una
situacion dada de los puentes. Con otra ubicacion de dichos puentes la solucién
puede ser otra.

Notemos ahora que para todos los usos cuando la cantidad de puentes que
conducen a distintos territorios es impar, las reflexiones que debe hacerse pueden
ser absolutamente andlogas a las anteriores y, de tal forma, determinar la

posibilidad o imposibilidad de resolucién del problema.

=l QJ——

Figura 83

Con el fin de pasar a resolver un problema mas generalizado, deberemos antes
examinar el caso cuando la cantidad de puentes, que conducen de un lugar a otro,
es par.

Supongamos, por ejemplo, que desde el territorio A cruzan el rio una cantidad par
de puentes. Entonces, para marcar la ruta que pase por todos los puentes una sola
vez, es preciso aclarar dos variantes: 1) la ruta comienza desde A; 2) la ruta
comienza desde otro territorio.

En efecto, si desde A a B conducen, por ejemplo, dos puentes (fig. 83), entonces el
caminante partiendo desde A y pasando una vez por cada puente, debe sefialar su
camino asi: ABA, o sea, la letra A se repite dos veces. Si es que el caminante pasa
por los mismos puentes, pero desde B, entonces, la letra A aparecera una sola vez,
ya que este trayecto se designa por BAB.

Supongamos ahora que a A conducen cuatro puentes (de un territorio o de varios,
es lo mismo) y que el caminante parte de A con intencién de pasar por todos los
puentes una vez. En este caso también es facil ver que en la designacion del

trayecto recorrido la letra A se repite tres veces; pero si se emprende el camino
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desde otro lugar, la letra A se repetird sélo dos veces. Exactamente lo mismo
resultara en el caso de seis puentes. La letra A, en la designacién de toda la ruta, se
repetird cuatro o tres veces conforme al lugar de partida: desde A o desde otro

lugar. De lo expuesto se desprende la siguiente regla:

Si la cantidad de puentes en un territorio conocido es par (territorio par)
entonces, si la ruta comienza desde otro territorio, en la designacion de esta
ruta la letra que determina el territorio par se repetira una cantidad de veces

igual a la mitad de la cantidad de puentes.

Si la ruta comienza desde el mismo territorio par, entonces, la cantidad de veces
gue se repite dicha letra serd igual a la mitad de la cantidad de puentes menos uno.
En cualquier caso, la cantidad de veces que aparece la letra que representa el
territorio par, sera no inferior a la mitad del nimero de puentes situados en este
territorio.

Las reflexiones anteriores permiten deducir un procedimiento comun para la
solucién de problemas semejantes sobre puentes. En cualquier caso podemos
simultdneamente determinar si el problema tiene o no solucion. Obramos de la

siguiente forma:

1. Determinamos la cantidad total de puentes y la ponemos a la cabeza de la

solucion.

2. Designamos los diferentes territorios, divididos por el rio, mediante las letras A,

B, C, D... y las escribimos en columna, una debajo de la otra.

3. Enfrente de la letra de cada territorio escribimos, en una segunda columna, la
cantidad de puentes que parten de ese territorio. Para el caso sobre el problema de
siete puentes, antes examinado por nosotros, tendremos el siguiente esquema de

resolucion:

Cantidad de puentes 7
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A5
B3
C3
D3

Observamos que la suma de las cifras de la segunda columna siempre sera
exactamente igual a la cantidad duplicada de los puentes. Esto es debido a que en
cada puente contamos sus dos extremos, que permanecen en diferentes orillas.
Ademas, si en el problema se dan territorios impares, entonces la cantidad de éstos
es par, ya que de lo contrario la suma de las cifras de la segunda columna no daré

un numero par.

4. Agregamos una tercera columna, escribiendo en ella las mitades de los numeros
pares de la segunda y en el caso de haber en esta ultima, nimeros impares,
afiadimos a ellos una unidad y escribimos en la tercera columna la mitad del
namero obtenido. (Cada numero en la tercera columna no es superior a la cantidad

de repeticiones de la letra correspondiente en la designacion de la ruta).

5) Hallamos la suma de la tercera columna. Para el problema analizado tenemos:

Cantidad de puentes 7
A53

B32

C32

D32

Total 9

De lo expuesto se deduce que la suma de la tercera columna siempre es superior a
la mitad de la suma de la segunda columna (o sea, a la cantidad de puentes) en una
mitad de la cantidad de territorios impares. Por otra parte, la suma de la tercera
columna no es superior a la suma de las cantidades de repeticiones de todas las

letras, o esa, a la cantidad de letras que designan todo el trayecto (ésta es igual a
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la cantidad de puentes mas 1). De tal forma, si el problema tiene solucion, la mitad
de la cantidad de territorios impares no debe superar la unidad.

Hemos establecido, para el caso general, que al el problema es resoluble, entonces,

1. todos los territorios son pares, o

2. hay solamente dos territorios impares.

A continuacidn veremos que en estos casos el problema, sobre el paso por los
puentes una sola vez, siempre tiene solucién y que en ultimo caso la ruta debe

comenzar desde uno de los territorios impares.

169. El peso por 15 puentes

Resolver ahora el problema, en el que cuatro islas estdn unidas entro si y con las
orillas del rio mediante 15 puentes, conforme se muestra en el dibujo dado (fig.
84).
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Figura 84

¢Serd posible en un recorrido parar por todos los puentes, no haciéndolo por
ninguno de ellos mas de una vez?

Continuemos los razonamientos enunciados para formular el problema 169. Antes
hemos establecido las condiciones, cuya ausencia hacen imposible el paso por los
puentes. ¢Pero, es siempre posible pasar por los puentes, utilizando el
procedimiento necesario, si estas condiciones se observan?

Colaboracion de Arturo Novoa 117 Preparado por Patricio Barros
Antonio Bravo



En el Reino del Ingenio E. I. Ignatiev

Vamos a demostrar que si todos los territorios son pares, entonces, existe una ruta
cerrada (que finaliza en el territorio en que ella comenzd) que pasa por cada puente
una sola vez. Dibujar en un pliego de papel cualquier sistema de islas y puentes
entre ellas, pero de tal forma que a cada territorio conduzca un nimero de puentes.
Tomamos por longitud de la ruta la cantidad de puentes por los que ésta pasa.
Ademas la longitud de la ruta, conforme a la solucion del problema 189, es igual a
15. Entre todas las rutas, que pueden ser determinadas por estos territorios,
observando las condiciones del problema, elegimos la mas larga y la designamos
por abc... g (donde las letras a, b, c..., g representan los puentes que cruza la
ruta).

Demostremos que: 1) esta ruta es cerrada y, 2) pasa por todos los puentes.
Designamos por A el territorio en que comienza la ruta y suponemos que ésta
finaliza en el territorio G distinto de A. Si es que la ruta pasdé ya antes por G,
digamos r veces, entonces, para caminar de nuevo por él, la cantidad de puentes ya
pasados, que conducen a G tiene que ser 2r. En cuanto el territorio G es par,
entonces, entrando en él por el puente g, tendremos que hallar otro puente h, para
salir de G, que sea diferente de los 2r puentes ya pasados y del puente g. Esto
significa que podemos continuar caminando en contradiccién con el hecho que la
ruta elegida tiene maxima longitud. O sea, la ruta abc...g finaliza en el territorio A
del cual comienza, por lo tanto, es cerrada. Demostremos a continuacién que dicha
ruta pasa por cada puente. Supongamos que no pasa por cierto puente f (véase la
fig. 85).
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Figura 85

Es obvio que f se puede elegir de tal forma que por uno de los territorios que uno
pase la ruta abc...g. Para que esté mas claro, suponemos que f conduce al territorio
B del cual salen los puentes a, b. Entonces, la ruta fbc...ga tiene una longitud en
una unidad mas larga que abc ... g. Pero por abc...g hemos designado la ruta mas
larga que se puede trazar por estos territorios. La contradiccion que surge
demuestra que la ruta abc...g pasa por todos los puebles.

Asi por ejemplo, el problema 168 se podria resolver si fuese preciso pasar por todos
los puentes dos veces, lo que, en efecto, se reduce a la duplicacion, de la cantidad
de puentes, o esa, a la transformacion de todos loe territorios en pares.
Demostremos ahora que la ruta exigida existe también para el segundo caso,
cuando tenemos solamente dos territorios impares, digamos, A y B. Construimos un
puente nuevo a, que une A con B.

Entonces, todos los territorios se transforman en pares y, conforme a lo antes
demostrado, existe una ruta que pasa por todos los puentes una vez. Esta ruta es
cerrada, por consiguiente, puede comenzar desde cualquier puente, por ejemplo,
desde el puente a: abc...g. Es facil ver que la ruta bc... g, cuyos extremos yacen en
los territorios impares A y B, resuelve nuestro problema.

Analizando el problema y hechas las deducciones precisas sobre su resolucion, nos
gueda, por ultimo, realizar el paso por los puentes.

Pero esto es ya una parte del problema relativamente facil. Maxime que nuestras,
demostraciones contienen el procedimiento para el hallazgo de la ruta necesaria.
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170. El viaje de un contrabandista

El problema sobre el paso por puentes se puede proponer de distintas formas. Por
ejemplo, como el viaje de un contrabandista, que decidié pasar por todos los paises
de Europa, cruzando la frontera de cada uno de ellos una de sola vez.

En este caso, es légico que los diferentes paises y sus fronteras corresponden a
diferentes territorios y rios, cada uno cruzado por un puente (cada frontera comun

entre dos paises).

171. Sobre las figuras trazadas de una plumada

Es conocida una anécdota: alguien daba un millén de rublos a cada uno que
construyese la figura 86, pero observando una condicién. La figura tenia que ser
construida de una plumada ininterrumpida, o sea, no apartando la pluma o lapiz del
papel y no duplicando ni una sola linea, es decir, por una linea ya trazada no se
podia pasar por segunda vez.

La ilusion de ser "millonario", resolviendo un problema tan facil, debidé conducir a
muchos a estropear mucho papel y gastar mucho tiempo en intentos de construir
esta figura de una sola plumada, conforme se exigia. No obstante, este problema no
tiene solucion y esto es tanto mas desagradable por el simple hecho que no se
resuelve por un poquito.

De ninguna forma se consigue trazar una sola, "la ultima", linea, cualquiera que
sea. Se consigue incluso descubrir el secreto de que toda la dificultad consiste en
trazar primero una figura mas simple, como lo es un cuadrilatero con dos
diagonales (fig. 87). iE incluso esta figura, que parece ser mucho mas facil, de

ninguna forma se consigue construir!

& ==
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Figura 86 y 87

Dudas acerca de la irresoluciéon de esto problema, de todas las formas, quedan,
tanto mas que figuras mucho mas complicadas y dificiles a la vista se construyen
con facilidad de una plumada. Asi, por ejemplo, un pentagono con todas sus
diagonales se puede construir con facilidad de una plumada ininterrumpida sin hacer

repeticiones, resultando un dibujo como el representado en la fig. 88.

D

A B
Figura 88 y 89

Con la misma facilidad se pueden construir poligonos con un numero impar de
lados, pero de ningln modo se consigue trazar un cuadrado, un hexagono, etc., en
general, poligonos con un numero par de lados.

Ahora no tendremos ya dificultad para determinar y mostrar cuales son las figuras,
entre cualesquiera dadas, que se pueden construir de una plumada, sin repetir
lineas y cuales no.

Cada problema de este género se puede reducir al ya analizado por nosotros, o sea,
del problema de Euler sobre los puentes.

En efecto, tomamos como ejemplo el cuadrildtero ABCD con sus dos diagonales que
se cruzan en E. (fig. 87). ¢Se puede construir esta figura de una plumada sin repetir
lineas?

Consideramos loa puntos A, B, C, D y F. como centros de ciertos territorios,
divididos por un rio y las lineas, que unen estos puntos, como puentes que

conducen a estos territorios. ¢Qué tenemos en este caso? Cinco territorios, de los
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cuales cuatro son impares y uno par. Sabemos que, en este caso no se puede de
una vez, pasar por todos los puentes, sin pasar dos veces por alguno de ellos o,
dicho de otra forma, no se puede pasar por todos los puntos dados, trazando una
linea ininterrumpida, sin repetir el camino ya una vez transitado.

Los casos cuando se puede o no se puede construir una figura de una plumada son
exactamente los mismos que en los problemas sobre los puentes. En esencia, un
problema se reduce a otro. Cualquier poligono impar con todas sus diagonales se
puedo construir de una plumada sin repetir lineas, pues este caso corresponde al
problema sobre los puentes, cuando todos los territorios son pares.

Las reflexiones aqui expuestas, son validas para cualquier figura,
independientemente de como fue construida: con lineas rectas o curvas, en un
plano o en espacio. Pues no es dificil ver que se pueden trazar, con un solo
movimiento ininterrumpido, todas las aristas de un octaedro regular y que es
imposible hacerlo con respecto a los cuatro restantes cuerpos convexos regulares.
Dicen que Mahoma en lugar de firmar (era analfabeto) trazaba de una plumada las
dos medias lunas, signo representado en la fig. 89. Y esto es comprensible puesto
que, en el caso dado, tenemos solamente puntos de orden par y, por consiguiente,
trazar una figura de una plumada sin repetir las mismas lineas siempre es posible.
También es siempre posible trazar de una plumada una figura en la que, ademas de

los puntos de orden par, hay dos puntos (no mas) de orden impar.

Figura 90

Un ejemplar muy bonito y enredado de esta clase de figuras, con dos puntos

impares A y Z, se muestra es la fig. 90. La construccién de esta figura, lo mismo

Colaboracion de Arturo Novoa 122 Preparado por Patricio Barros
Antonio Bravo



En el Reino del Ingenio E. I. Ignatiev

que en el caso del problema sobre los puentes debe comenzarse desde uno de estos
puntos.

No es pueden construir de una plumada las figuras 91 y 92, no obstante la aparente
simplicidad de ellas, ya que la primera tiene ocho y la segunda doce puntos de

orden impar.

Figuras 91y 92

La primera puede ser construida con no menos de cuatro y la segunda con no
menos de seis lineas ininterrumpidas.

Ejemplos semejantes a estos, se pueden encontrar cuantos es quiera.

Para ejercitarse, proponemos al lector, en momentos de ocio, construir de una

plumada los dibujos dados en la fig. 93.

Figura 93
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172. En un taller

En un taller se han instalado 10 tornos diferentes. Es sabido que cada uno de los 10
obreros de este taller puede trabajar solamente en dos tornos y que en cada torno
pueden trabajar sdlo dos obreros. éSera posible distribuir los obreros por tornos de

tal forma que a cada uno le toque un torno en el que puede trabajar?
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Capitulo 16

Laberintos

El origen de los problemas sobre laberintos se refiere a tiempos antiquisimos y se
pierde en las tinieblas de leyendas legendarias. Los antiguos y quizas algunos en
nuestros tiempos, consideraban que los problemas sobre laberintos, en general,
eran irresolubles. La persona que entraba en un laberinto no podia ya salir de él, de
no ser que sucediese un milagro o que una casualidad lo ayudase.

Leyendo este capitulo veremos, por el contrario, que laberintos sin salida no
existen, que orientarse y encontrar salida del laberinto mis enredado no supone
gran esfuerzo. Anticipamos la resolucion de estos problemas con una nota histérica
sobre los laberintos.

La palabra laberinto es de procedencia griega y significa pasos subterraneos.
Efectivamente, existen multitudes de cuevas naturales subterraneas con una
cantidad tan enorme de corredores, rincones y callejones sin salida, cruzados en
todas las direcciones, que no es dificil perderse en ellos, extraviarse y, al no
encontrar la salida, morir de hambre y sed.

Ejemplos de laberintos de esta clase, pero ya artificiales, pueden ser muchas ruinas
de ciertos yacimientos, o las llamadas "catacumbas".

Lo mas probable es que estas cuevas subterraneas excitaron, ya en los arquitectos
antiguos, el deseo de edificar algo semejante a ellas. Por eso, en algunas obras de
escritores antiguos (por ejemplo, egipcios) encontramos referencias a la existencia
de laberintos artificiales. Por ultimo, la palabra "laberinto", precisamente con mayor
frecuencia se referia a edificios artificiales sumamente complicados, con multitud de
paseos o galerias, infinidad de ramificaciones, cruces y pasos sin salida, que
obligaban el que entrase a errar inutilmente es busca de una salida. Sobre la
construccién de estos laberintos se componian leyendas.

La mas conocida es la leyenda sobre el laberinto, construido el mitico Dédalo en la
isla de Creta para el mitico rey Minos. En el centro del laberinto vivia el monstruo
Minotauro y nadie que entrase en ese laberinto podia salir de él; al fin y al cabo era
victima del monstruo. Siete mozos y siete mozas daban de tributo cada ano los

atenienses al monstruo, que los devoraba sin piedad. Por fin Teseo, no sélo maté al
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Minotauro, sino que consiguid salir del laberinto, sin extraviarse en él, orientdndose
por el hilo de un ovillo que le dio la princesa Ariadna. Desde entonces la expresidon
"el hilo de Ariadna" posee un significado simbdlico como medio que permite salir de
las situaciones mas dificiles.

Los laberintos tienen diversidad de formas y composicion. Hasta nuestros dias se
han conservado galerias intrincadas y complejas, caminos por cuevas, laberintos
arquitecténicos sobre sepulturas, planes sinuosos en las paredes o pisos, marcados
con marmol de color o con tejas, senderos tortuosos en el terreno y sinuosidades en
el relieve de las rocas.

Con dibujos de laberintos se adornaban las vestiduras de los emperadores cristianos
hasta el siglo IX y restos de esta clase de adornos se conservan hasta hoy dia en las
iglesias y catedrales de aquellos tiempos. Es posible que estos adornos simbolizasen
la complejidad del camino de la vida y de los extravios del hombre. Sobre todo se
practicaban mucho los laberintos en la primera mitad del siglo XII. En la Francia de
aquellos tiempos, los laberintos se construian de piedra o se representaban en el
piso de iglesias y catedrales. Con mayor frecuencia eran llamados "camino a
Jerusalén" y simbolizaban el dificil camino terrenal hacia los "lugares santos",
recompensado con la felicidad celestial, por eso, el centro de los laberintos con
frecuencia se denominaba "cielo".

En Inglaterra no se encuentran laberintos en los suelos de las iglesias, pero si habia
muchos en praderas hechos con césped. Estos laberintos llevaban distintos
nombres: "Ciudad de Troya", "Huella del pastor", etc. Laberintos como estos
menciona Shakespeare en sus obras “Suefio de una noche de verano" y "La
Tormenta".

Todos estos laberintos poseen mas bien interés histérico que matematico.
Desenredarlos no es dificil. Con el transcurso del tiempo estas figuras perdieron su
significacion simbdlica y poco a poco se convirtieron en objeto de distraccion. Los
laberintos pasan a jardines y por donde, mediante sendas sinuosas que se cruzan,
separan, ramifican o terminan inesperadamente, se obtienen figuras muy
enredadas, en las que efectivamente, no es facil encontrar el camino del borde al

centro y en las que no es dificil perderse.
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La nota histérica dada nos demuestra cuan viejo es el tema sobre los laberintos y a
cuantas personas interesdé él en sus tiempos. Los hombres se esmeraban en
inventar los laberintos mas complicados, "sin salida". éPero acaso es posible
construir realmente e incluso solamente dibujar, un laberinto sin salida, es decir, en
el hecho de encontrar el camino hacia el centro y el camino de regreso hacia la
salida fuera exclusivamente cuestidon de suerte, casualidad o fortuna y no producto
de un cdlculo matematico determinado y correcto?

La resolucidn de estos problemas pertenece a tiempos relativamente posteriores y
su comienzo fue puesto por el famoso Euler. Los resultados de las investigaciones
condujeron a la deduccién de que no hay laberintos sin salida.

La solucién para cada laberinto puede ser hallada y ademas mediante
procedimientos relativamente féaciles. A continuaciéon, un lector atento se

convencera por su cuenta de lo dicho.

Planteamiento geomeétrico del problema sobre los laberintos.

Los paseos, senderos, corredores, galerias, pozos, etc. de los laberintos se
extienden doblandose hacia un lado u otro; se cruzan y separan en todas las
direcciones posibles; se ramifican, cierran, etc. Pero nosotros, para que sea mas
facil su examen, vamos a marcar todos los cruces mediante simples puntos vy
considerar todos los pasos, senderos, corredores, como lineas, lo mismo sea rectas,
trazadas en planos o no, ya que estas lineas unen nuestros puntos (cruces).

Estos puntos y lineas en conjunto componen una red geométrica o laberinto si
cualquier punto, moviéndose por las lineas de esta red, puede llegar a cualquier
otro punto sin apartarse de las lineas de nuestro sistema (o red).

Aceptando lo dicho, demostraremos que un punto semejante en movimiento (que
representa, por ejemplo, a una persona) puede sucesivamente circunscribir todas
las lineas de la red sin ninguna clase de saltos e interrupciones y, al mismo tiempo,
pasar por cada linea de esta red exactamente dos veces. Claro esta que dicho punto
también pasara por el punto que representa la salida del laberinto.

La posibilidad de hacer este recorrido se deduce de que la figura, obtenida de una
red mediante la duplicacién de todas las lineas, se puede circunscribir de una

plumada (véalo el problema 171). No obstante, esto estd relacionado con
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dificultades complementarias, pues el que vaga por el laberinto no posee su plano y
no solamente el territorio que se encuentra cerca de él. Demostraremos a
continuacion que incluso con estas limitaciones el recorrido del laberinto puede
efectuarse.

Pero antes de proceder a la demostracion de lo dicho, les proponemos una
distraccién matematica bastante interesante, que servird de ayuda en la aclaracién
de todo lo expuesto y que serd sumamente Uutil para asimilar la propia
demostracién. En una hoja de papel blanco marque arbitrariamente varios puntos y
Unales de dos en dos, tantas veces cuantas desee, mediante una cantidad
indeterminada de lineas rectas o curvas, pero de tal forma que ni un sélo punto de
este sistema quede absolutamente aislado. Asi, pues, obtendra lo que antes hemos

denominado red geométrica.

Figura 93 a. Laberinto formado de piedras en el piso del templo de San Quintin en
Francia. La entrada es por abajo por la linea vertical.
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Figura 93b. Laberinto en la catedral de Chartres, Francia
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Figura 93c. Laberinto "de hierbas" (de 33 a 34 m de diametro) que existié hasta el
afo 1797 en Inglaterra, en el condado de Essex

También puede dibujar, por ejemplo, la red do tranvias o autobuses de su ciudad, la
red ferroviaria del pais, de los rios y canales, etc., si lo desea, puede afiadir las
lineas de las fronteras con otros estados. De nuevo obtendrd una red geométrica o
laberinto (para comenzar es mejor construir una red no muy complicada).

A continuacion, en un trozo de papel no transparente o cartdén practique un agujero
pequefio, por el cual se observe sdélo una pequena parte de la red o laberinto
compuesta por usted. Después dirija el ocular (agujero para el 0jo) de su "pantalla"
a cualquier punto de interseccién en su red, al que denominaremos A, o plantéese la
siguiente tarea: pasar con el ocular, ininterrumpidamente, por todas las lineas de la

red dos veces (hacia adelante y hacia atras) y regresar al punto A. Para recordar las
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lineas ya pasadas con el ocular, en cada una de ellas trace una rayita transversal a
la entrada en el cruce y otra a la salida de ella. De tal forma, los dos extremos de
cada trayecto, de un cruce a otro (de punto a punto) después de cumplir la tarea
(pasar por cada linea de la red dos veces) deberan estar marcados con dos rayitas
transversales, pero no mas.

Si es que el caso se refiere a un laberinto real, a las galerias de una mina o a las
ramificaciones de una cueva, etc., entonces, el que vaga por ellas, en lugar de
rayitas en el papel tendrd que hacer otra clase de sefiales para poder orientarse;
por ejemplo, colocar una piedra a la entrada y salida de cada cruce, o sea, en la
galeria que abandona y en la que entra.

Pero, volvamos a la demostracion de la afirmacion antes hecha que cualquier
laberinto tiene solucién, que no hay laberintos “sin salida”. En otras palabras,

solucionemos un problema comun para todos los laberintos.

Resoluciéon del problema sobre los laberintos

Regla 1. Partimos del punto inicial (primer cruce) y caminamos por cualquier
camino que sea, hasta llegar a un tope (sendero sin salida) o a un nuevo cruce.
Entonces:

1) Si llegamos a un tope tendremos que regresar al punto inicial y este camino
recorrido debera ser tachado, puesto que ya lo hemos transitado dos veces (ida y
vuelta);

2) Si llegamos a un nuevo cruce, seguimos la marcha por un camino nuevo
cualquiera, no olvidando cada vez marcar con una rayita transversal el camino por

el cual llegamos y el camino por el cual continuamos el recorrido.
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Figura 94

Conforme se ve en la figura 94, caminando en direccion marcada por la flecha f,
llegamos a un cruce de caminos y tomamos la direccién que indica la flecha g, pero
uno y otro camino lo marcamos con una rayita (en todos los dibujos con crucecitas
estan marcadas las rayitas, puestas durante el Ultimo paso por dicho cruce.)
Cumplimos esta primera regla cada vez que llegamos a un cruce en el que aun no
hemos estado. Pero, al fin y el cabo, tendremos que dar con un cruce en el que ya
estuvimos antes y, en este caso, pueden surgir dos variantes: al punto conocido
llegamos por un camino por el que ya antes hemos pasado una vez, o bien por un
camino nuevo no marcado con la rayita. Aqui debemos obedecer a las reglas
siguientes:

Regla I1. Cuando llegamos a un cruce ya conocido por nosotros, por un camino
nuevo, debemos inmediatamente regresar, previamente marcando este camino con

dos rayitas (llegada y regreso) como se ve en la fig. 95.

V4

Figura 95
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Regla I111. Si llegamos al cruce ya conocido por un camino por el que ya hemos
pasado antes una vez, entonces marcamos este camino con una segunda rayita y
continuamos la marcha por uno de los caminos que si ho hemos transitado, si es

que tal camino existe. Este caso esta representado en la fig. 96.

4

Figura 96

Pero si tal camino no existe, entonces, elegimos otro por el cual hemos pasado una

sola vez. Este caso se da en la fig. 97.

Figura 97

Obedeciendo exactamente las reglas indicadas, pasaremos dos veces por todas las
lineas de la red y regresaremos al punto de partida. Esto se puede demostrar
previamente hechas y comprendidas por nosotros las siguientes observaciones:

1) Saliendo del punto de partida, digamos de A, ponemos la sefal inicial (una rayita

transversal).
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2) El paso por un cruce, conforme a una de las tres reglas anteriores, cada vez
anade dos seflales (dos rayitas transversales) a las lineas, que se unen en este
punto.

3) En cualquier momento dado, durante el paso por el laberinto, antes de llegar a
cualquier cruce o después de partir de él, el cruce inicial (punto de partida) tiene
una cantidad de sefales (rayitas) impar, mientras que cualquier otro cruce tiene
una cantidad de senales par.

4) En cualquier momento, antes o después de pasar por un cruce, el cruce inicial
tiene sélo un camino, marcado con una sola raya. Cualquier otro cruce, de los ya
visitados por nosotros, puede tener sélo dos caminos, marcados con una sola raya.
5) Después de recorrer el laberinto por completo, en todos loe cruces, todos los
caminos deben tener dos rayas. Esta Ultima observacion, por cierto, ya incluida
directamente en las condiciones de la tarea planteada.

Teniendo en cuenta todo le expuesto, podemos convencernos con facilidad de que si
alguien parte del cruce inicial, digamos A, y llega a cualquier otro cruce M, entonces
no encontrara obstaculos tan dificiles que le impidan continuar el camino. En efecto,
a este lugar llega o por un camino nuevo o por un camino por el que antes habia
pasado una vez. En el primer caso se debe aplicar la primera o segunda reglas,
dadas anteriormente. En el segundo caso, la llegada el cruce M y su parada en él
daria un niumero impar de sefales alrededor de este cruce, por consiguiente, a falta
de un camino nuevo, el recorrido debe continuarse por otro camino, por el que ya
se ha pasado antes una vez y, entonces, alrededor de dicho cruce el nimero de
sefiales sera par (si no es el inicial) conforme a la observacion 3.

Supongamos, por fin, que nos vemos obligados a terminar nuestro camino y
regresar al cruce Inicial A.

Designamos por ZA esta Ultima linea, o sea, la linea que conduce del cruce Z al
cruce inicial A. Esto camino forzosamente tiene que ser el mismo por el que por
primera vez partimos de A, de lo contrario el recorrido del laberinto podria ser
prolongado. Y si ahora nos vemos obligados a regresar por el mismo camino al
punto inicial, esto significa que desde el cruce Z ya no hay ningln otro camino que

no haya sido pasado dos veces. De lo contrario esto significaria que se nos olvido
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cumplir la primera parte de la regla III, mas aun, esto significaria que en Z hay
cierto camino YZ transitado soélo una vez, conforme a la observacién 4.

Es decir, durante el ultimo regreso a A, todos los caminos a Z deben estar marcados
con dos rayas. Exactamente lo mismo so puede demostrar con referencia el cruce
anterior Y y con respecto a todos los restantes. En otras palabras, nuestra

afirmacion queda demostrada y el problema resuelto.

173. Un laberinto rompecabezas

Daremos a continuacidon un laberinto no construido, sino simplemente dibujado (fig.
98) con una solucion simplificada ya preparada: todos los topes (senderos sin
salida) en él estan rayados y los caminos principales, marcados con lineas rayadas o

punteadas.
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Figura 98
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Por la resolucién dada en el dibujo se ve que de A primero se debe ira C y al final de
F a B.

Pero en cuanto llegamos a C, ante nosotros aparecen tres caminos, indicados con
los numeros 1, 2 y 3, que conducen a D. Ocurre exactamente lo mismo cuando
llegamos a E, donde también aparecen tres caminos, indicados por los nimeros 4, 5
y d, que conducen a F. Tenemos también el camino de C a E, marcado con puntos,
otro que conduce de D a F, marcado con puntos y rayas y un paso do D a B,
marcado con unas estrellitas. Podemos, por consiguiente, representar la situacion

creada mediante un pequefo y simple diagrama, dado en la fig. 99.

Figura 99

En él todos los caminos corresponden a los caminos del laberinto circular, pero asi
representados son mas accesibles a la vista. Entonces resulta que, con las
condiciones dadas, y también con la condicién de no pasar don veces por un mismo
camino, que en nuestro laberinto puede ser cumplida, tenemos 640 caminos (rutas)

de A a B, lo que para un laberinto rompecabezas no es tanto. ¢{Verdad?

174. Una glorieta

Y ahora, respetable lector, después de expuesto el procedimiento para la resolucién
del problema sobre los laberintos, que pensamos ha sido asimilado por usted, no le
sera dificil hallar el camino que conduce a una glorieta, situada en el parque

representado en la fig. 100.
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Figura 100

Posiblemente que, para reducir tiempo, le sea Uutil el consejo de comenzar la
busqueda partiendo de la glorieta y mejor hallar la salida de este pérfido parque que

comenzar por la entrada. Mas, si dispone usted de tiempo libre esto es indiferente.

175. Otro laberinto
He aqui otro ejemplo muy curioso de laberinto, en el cual se debe llegar al centro

por el camino mas corto (fig. 101).
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Figura 101

176. El laberinto del rey de Inglaterra

En uno de los jardines del palacio del rey de Inglaterra Guillermo III habia un
laberinto de paseos y setos vivos. Los paseos tenian cerca de una milla de largo; en
el centro del laberinto habia dos grandes arboles con bancos a los lados. El plano de

este laberinto se muestra en la fig. 102.
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Figura 102

El secreto para llegara al centro del laberinto y salir del jardin consistia en que, en

cuanto se pisaba en el laberinto y hasta el fin, era preciso tocar los setos vivos con

la mano derecha.

Preparado por Patricio Barros
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SOLUCIONES, RESPUESTAS Y OBSERVACIONES

Capitulo 1

Problemas-bromas, Problemas-acertijos e Historias Graciosas

1. Una persona toma una manzana junto con la cesta.

2. Alguien quizas comience a reflexionar asi: 4 gatos en los angulos; enfrente de
cada uno de ellos otros tres gatos, lo que suponen 12 gatos y, ademas, en el rabo
de cada gato otro gato mas, o sea, 16 gatos. Resultan en total 32 gatos. Es posible
que a su modo de ver tenga razon. Paro mas razéon tendrd aquél que
inmediatamente reflexione que en el cuarto hay solamente cuatro gatos. Ni mas, al

menos.

3. Si la pregunta se hace con rapidez, no dando tiempo al que responde para
pensar, con frecuencia se obtiene una respuesta Incorrecta: después de 8 dias. En

realidad, el Ultimo trazo sera cortado después de transcurrir 7 dias.

4. Escribir este numero después girar el papel "cabeza abajo" (en 180°). Resultara
el 999.

5. Se puede, por ejemplo, -3/6 = 5/-10
6. Si dibuja la herradura mediante esa linea en forma de arco, como por regla

general suele hacerse, entonces, por mucho que se piense no se conseguira partirla,

con dos lineas rectas, mas que en cinco partes (fig.103 a)
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s) b)
Figura 103

Otra cosa sera si se dibuja mostrando su anchura, o sea, como es en realidad una
herradura. Entonces, después de varias pruebas, hallaréis la solucién del problema
(fig. 103, b).

7. El anciano dijo en voz baja a los cosacos: “Cambiense de lugar". Estos
comprendieron de inmediato, cada uno de ellos monto el caballo de su contrincante
y ambos lanzaron el caballo ajeno a todo galope, para que su propio caballo llegase

segundo.

Capitulo 2

Ejercicios con Cerillas

9. Las cerillas se disponen asi como se exhibe en la fig. 104. Se forma la palabra

CH L]

Figura 104

ocho.

10. Véase la fig. 105.
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Figura 105

N o
VVVI/A/VN
ik U N

Figura 106

11. Véase la fig. 106.

12. Véase la fig. 107.

5
AN
IRVANRFA

/\

A\

Figura 107
13. Véase la fig. 108.
P d d
_
b c I
| —
Figura 108
14. Véase la fig. 109.
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Figura 109

15. Véase la fig. 110.

Figura 110
16. Véase la fig. 111.
a
c
d
b b
JANRVAVAN
V e f
Figura 111
17. Véase la fig. 112.
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a
a b
b
c d
as——
d

Figura 112

18. Véase la fig. 113.

V

vﬂ
A

Figura 113
l b E
d
da
|
T
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20. Véase la fig. 115.
c
u d
a
[

Figura 115
21. Véase la fig. 116.

Figura 116
22. Véase la fig. 116a.

Figura 116a
23. Véase la fig. 117.

b d
s a
d
e e
B’%
b

Figura 117
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24. Véase la fig. 118.

| e E—| | —
a
b
r | Y r
o - TV —
c c
Figura 118

25. Véase la fig. 119.

Figura 119

26. Dos soluciones posibles:

1. esto se puede hacer, por ejemplo, tal como se muestra en la fig. 120.

=

—

Figura 120

2. las soluciones se dan en la fig. 121.
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I
1

Figura 121

27. Sin vacilaciones se puede afirmar que a muy pocos se les ocurrird de inmediato
a la cabeza la solucidon de este simple problema. La cuestidon consiste en que, en el
caso dado, se debe construir con cerillas una figura no plana, sino en el espacio.

Observar atentamente la fig. 122 y resolver el problema.

Figura 122

En ella se ha representado una piramide triangular, cuyas caras forman triangulos
equilateros iguales entre si. Poner sobre la mesa tres cerillas, de tal forma que
constituyan un tridangulo: después poner las otras tres, procurando que sus
extremos inferiores se apoyen en los angulos del tridngulo tendido sobre la mesa,
mientras que los entremos superiores de estas cerillas se unen sobre el centro del

triangulo; con ello se cumpliran las condiciones del problema.

28. Este, a primera vista dificil problema, no obstante se revuelve con facilidad.

Colocamos sobre la mesa la cerilla A (fig. 123).
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Figura 123

Transversalmente a ella, en fila compacta ponemos catorce cerillas mas, de tal
forma que las cabezas de los fosforos estén situadas alternativamente a la derecha
y a la izquierda y que sobresalgan de 1 a 1,5 centimetros por encima de la cerilla A,
mientras que su otro extremo reposa sobre la mesa. Encima, en la cavidad que
forman las partes superiores de las cerillas, colocarnos la decimasexta cerilla,
paralelamente a la A. Si levantamos ahora la cerilla A, sujetandola por un extremo,
con ella levantaremos las 15 restantes (fig. 124).

Figura 124

Capitulo 3.

;,Como Calcular?

30. La respuesta, aparentemente obvia, de “siete", por supuesto es incorrecta.
Deben tenerse en cuenta lo mismo aquellos barcos que navegan ya hacia El Havre,
como los que partirdn en dicha direccién.
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En el momento de la salida de nuestro barco de El Havre en camino, con direccién a
dicho puerto, se encuentran 8 navios de la misma compaiiia (uno de ellos entra al
puerto de El Havre y parte del puerto de Nueva York). Nuestro bugque se cruzara con
los ocho. Ademas, durante los siete dias de navegacion, de Nueva York salen otros
7 buques (el ultimo, en el momento de la llegada de nuestro barco a este puerto).
Estos también se cruzaran con nuestro buque. O sea, la respuesta correcta es de 15

barcos.

A

012345678%0H0
PSASOAOASA
SOOAOSIKS
ool
X

El Havre

QOO0
WOOOO0)
900009004

R O
///.*.*.:.;.;.;.;.;.;.‘
Nueva York 00000000,

0123456 78910011121314151617
B

Figura 125

Para que quede mas claro, daremos la solucién de este problema en forma grafica.
En la fig. 125 se han trazado los graficos de circulacién de los barcos de dicha
compafia: los dias estan distribuidos por los ejes horizontales. Por el dibujo vemos
que el buque, cuyo grafico de circulacidon esta representado por el segmento AB, se
cruza en el océano con 13 navios mas con otros dos en los, momentos de salida y
de llegada, o sea en total con 15 buques. Estos graficos muestran, ademas, que los

encuentros suceden diariamente, al mediodia y a medianoche.

31. Este problema se resuelve inmediatamente si se reflexiona que el Ultimo (sexto)
comprador le tocd una manzana entera. Entonces, al quinto le tocaron 2 manzanas,

al cuarto 4, al tercero 8 y asi sucesivamente. En total eran

1+2+4+8+ 16 + 32 = 63 manzanas,

0 sea, la campesina trajo al mercado 63 manzanas
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32. Con frecuencia, buscando la solucion de problemas semejantes, se razona asi:
la oruga durante un dia, o sea, durante 24 horas sube 5 m menos 2 m. Es decir, en
total durante un dia sube 3 m. Por consiguiente, la altura de 9 m sera por ella
alcanzada al cabo de tres dias, es decir, estara a esta altura el miércoles a las 6 de
la mafiana.

Pero esta respuesta es evidentemente incorrecta.

Al final del segundo dia, o sea, el martes a las seis de la mafiana, la oruga estara a
una altura de 6 m; pero ese mismo dia, comenzando desde las seis de la mafana y
hasta las seis de la tarde, puede subir otros 5 m mas. Por lo tanto, a una altura de
9 m como eso facil calcular, la oruga se encontrara el martes a las 13 h 12 min.

(Naturalmente, debe considerarse que la oruga avanza con velocidad constante).

33. Con frecuencia, para resolver este problema, se procede a diversos célculos y
reflexiones "finas", sin tomarse el trabajo de aclarar que la mosca vold sin parar,

exactamente 3 horas y, por consiguiente, cubrié una distancia de 800 kildmetros.

34. Este problema es muy parecido al anterior. La respuesta no depende de a quién
de los caminantes pertenece el perro, al primero o al segundo. El segundo
caminante alcanza al primero al cabo de 4 h y durante este tiempo el perro recorre
4 x 15 = 60 km.

35. Cualquier numero, que termine en 5, puede ser representado de la forma 10a +
5, siendo a la cantidad de decenas.

Entonces

(10a + 5)* = 100a®* + 2 x 5x 10a + 25 =
100a® + 100a + 25 = a(a + 1) x 100 +25

Esta igualdad demuestra por qué a la derecha del niumero a(a + 1) es preciso

agregar 25 para obtener el cuadrado del nUmero 10a + 5
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Se puede utilizar un procedimiento analogo para elevar al cuadrado no sélo
numeros de dos cifras, sino cualquier nimero entero terminado en 5. En este caso,
no siempre es facil realizar los calculos precisos mentalmente. No obstante,
economiza mucho mas tiempo que cuando se multiplica en el papel. Asi, por

ejemplo,

10 x 11 = 110, entonces, 105°~ 11.025,
12 x 13 = 156, entonces, 125% = 15.625
123 x 124 = 15.252, entonces, 1.235% = 1.525.225.

31. Puesto que llevando la cifra 2 al primer lugar el nUmero se duplica, entonces, su
penultima cifra debera ser 4 (2 x 2 = 4), la antepenultima sera 8 (2 x 4 = 8), la que
antecede a ésta Ultima serda 6 (8 x 2 = 16), la anterioraesta 3 (1 + 2 x 6 = 13),
después 7 (1 + 2 x 3 = 7) y asi sucesivamente. Nuestro niumero deberd comenzar
por 1. Por eso, hay que detenerse cuando después de la duplicacién de la cifra y la
adicién de 1, de las cifras del orden anterior obtenemos 1.

El nimero buscado sera

105.253.157.894.736.842.

Este es uno de los nimeros que satisfacen las condiciones del problema. Todos los
demas (son infinitamente muchos, se pueden obtener siguiendo el procedimiento
indicado. Es facil observar que cada uno de estos nimeros estara compuesto por las

combinaciones de cifras, ya halladas por nosotros, varias veces repetidas.

37. Se aprecia con facilidad que si al nUmero buscado se le agrega una unidad, el
resultado serd divisible por 2, 3, 4, 5 y 6. El numero mas pequefio con estas
propiedades es el niumero 60 (minimo comdn multiplo) y todos los nimeros, con
estas propiedades son contenidos en la serie 60, 120, 180... El nUmero buscado se
divide por 7, entonces, en la serie indicada es preciso hallar un niumero que dividido
por 7 tenga un resto igual a 1. Esta condicién la satisface el nUmero 120. Asi pues,

el nimero 119 es el menor que resuelve el problema.
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39. Es preciso tomar cada manzana y regresar donde esta la cesta. Entonces, la
cantidad de metros andados sera igual a la suma duplicada de los primeros cien
nimeros, o cien veces multiplicado por 101, a decir, 10100. Esto supone mas de 10
kilbmetros. Como vemos, resulta un método de recolectar manzanas, bastante

fatigoso.

40. La maxima cantidad de campanadas que da un reloj ordinario es de 12. El
problema se reduce a la determinacién de la suma de todos los nUmeros de 1 a 12.
Esto, como ya sabemos, es igual a la mitad de doce veces multiplicado por trece.
Pero la jornada tiene dos veces 12 horas, o sea, 24 horas. Entonces, el reloj da 12
veces 13 campanadas es decir, 156 golpes (12 x 13 = 156).

Si el reloj también da campanadas para marcar las medias horas, entonces
écuantas campanadas en total dard durante una jornada? Suponemos que el lector

dard respuesta a esta pregunta sin dificultad.

42. Debemos hallar la suma de todos los nimeros impares de 1 a 2n - 1 vy
cerciorarnos de que esta suma es igual a n’>. Esto se puede realizar por distintos

procedimientos. Nosotros hemos preferido el geométrico.

N BY R |
[ BY By |
RNNENE
BEEREXE
BXNNNE
[T T]

Figura 126

Tomamos un cuadrado de n? casillas y rayamos estas casillas, tal como se muestra
en la fig. 126, para n = 6. Con ello el cuadrado se descompone en sectores,
situados en orden alternativo con respecto al color. Contemos la cantidad de casillas

de cada sector, comenzando por el angulo superior a la izquierda. El primer sector
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contiene una casilla; el seqgundo, 3; el tercero, 5 y asi sucesivamente, el Gltimo n-
ésimo sector contiene 2n - 1 casillas_ por consiguiente, la cantidad de casillas en el

cuadrado es igual a
1+3+5++7...+2n-1
Esto nos demuestra que la igualdad requerida siempre se cumple.

(con ayuda de representaciones geométricas se pueden calcular también otras

sumas.

Capitulo 4

Pasos y Cruces

43. Basta con ver el dibujo adjunto (fig. 127) para comprender cdmo se resuelve

este problema.

’
!
}
b
'
I
i
'

Figura 127

En lo que se refiere a la demostracién matematica de la posibilidad de un paso
semejante, pues se desprende de la desigualdad 2v2 <3 y se hace evidente, si se

toma el ancho del foco igual a tres unidades arbitrarias.
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44, Los nifios cruzaron el rio. Uno se quedd en la otra orilla y el otro regresé donde
los soldados y salié de la barca. En la embarcacién se sentd un soldado y paso a la
otra orilla. El nifio que estaba en aquella orilla se sentd en la barca y regresé donde
los soldados. En la barca se sentd un compafiero y los dos pasaron a la otra orilla.
Uno de ellos se quedd en ella y el otro regresé donde los soldados y salié de la
barca. En la embarcacién se sentd el segundo soldado y pasé a la otra orilla. De tal
forma, después de cada dos cruces del rio, en ambas direcciones, a la otra orilla

pasaba un soldado. Esto se repitid tantas veces cuantos soldados eran.

45. Por supuesto, se debe comenzar por la cabra. El campesino pasa la cabra a la
otra orilla y regresa a la primera solo. Aqui toma el lobo y pasa con él a la otra
orilla, lo deja en ella y coge la cabra, con la que regresa a la primera orilla. Deja en
esta orilla a la cabra y toma las berzas. Es la otra orilla deja las berzas con el lobo y
regresa donde estd la cabra. Coge la cabra y pasa con ella a la otra milla. De tal

forma la travesia del rio concluye con éxito.

46. Este problema tiene una antigiedad considerable. Denominamos a los
caballeros con las letras mayusculas A, B, C y a sus escuderos con las minusculas a,

b, c respectivamente.

Tenemos:
Primera orilla Segunda orilla
ABC XX
abc oo

I. Primero cruzan el rio los escuderos
ABC o0 e

' Xe abe

I1. Uno de ellos regresa y pasa el tercer escudero
ABC 'K

eoe abc

ITII. Regresa uno de los escuderos y se queda con su caballero.

Los otros dos caballeros pasan el rio donde sus escuderos
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oo C ABe

eeC abe

IV. Uno de los caballeros vuelve con su escudero a la primera

orilla, le deja en ella y regresa a la segunda con el tercer

caballero
oo o0 ABC
ebcC Qee

V. El escudero a cruza el rio y coge a uno de los escuderos de la

otra orilla
oo o ABC
' Xe abe

VI. El caballero C recoge a su escudero
eooe ABC

oo e abc

47. Cuatro caballeros con sus escuderos no pueden pasar de la primera a la
segunda orilla del rio, cumpliendo las condiciones del problema anterior. Para
aclarar lo dicho, supongamos que el cruce del rio es posible. Entonces,
reenumerarnos, comenzando por el primero, todos los recorridos de la embarcacion.
De tal forma, después de los recorridos impares la barca se encontrara en la
segunda orilla y después de los pares, en la primera. Designamos por 2k + 1 el
nimero menor del recorrido impar, merced al cual en la segunda orilla resultan mas
de dos caballeros. Durante el recorrido con el nUmero 2k + 1 pueden pasar a la
segunda orilla no mas de dos personas, por tanto, después del recorrido 2k - 1 en la
segunda orilla debe encontrarse, por lo menos, un caballero. Asi, pues, vemos que
después del recorrido 2k - 1 en la segunda orilla puede haber uno o dos caballeros.

En el primer caso denominamos a los caballeros, que quedaron en la primera orilla
mediante las letras A, 8, C y al caballero que pasa a la segunda orilla mediante la
letra D. Si denominamos a sus respectivos escuderos por a, b, ¢, d, entonces,

cumpliendo las condiciones del problema, es posible una Unica distribucion de los
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escuderos. O sea en el primer caso, después del recorrido niumero 2k -1 obtenemos

el siguiente cuadro:

Primera orilla

Segunda orilla

ABC

abc

D
d

¢Quién navega en la barca durante el recorrido 2k? El caballero D no puede, puesto
que entonces después del recorrido 2k + 1 en la segunda orilla habra no mas de dos
caballeros. Por consiguiente, durante el recorrido 2k en la barca puede cruzar sélo el
escudero d, pero entonces, en la primera orilla éste se vera en compafia de
caballeros ajenos, lo que contradice las condiciones del problema. Asi resulta que
durante el recorrido 2k en barca no puede viajar nadie. Esto significa que el primer
caso es imposible.

En el segundo caso denominaremos a los caballeros en la primera orilla mediante A,
B, y a los caballeros que pasaron a la segunda, mediante C, D. Entonces, después

sol recorrido 2k - 1 tenemos

Primera orilla

Segunda orilla

AB
ab

CD
cd

éQuién en este esto monta en la barca durante el recorrido 2k? Ninguno de los
caballeros C, D parda hacerlo, puesto que entonces, durante el recorrido 2k + 1, de
la primera orilla deben partir dos caballeros y uno de los escuderos, a o b, queda sin
defensa. Pero tampoco ninguno de los escuderos, ¢, d, puede pasar a la primera
orilla durante el recorrido 2k sin su caballero, puesto que en la primera orilla se
encuentran A y B. Otra vez resulta que durante el recorrido 2k nadie puede cruzar
la barca.

Asi pues hemos establecido que cumpliendo las condiciones del problema, a la

segunda orilla no poden pasar mas de dos caballeros.
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48. Denominamos a los caballeros con las letras A, B, C, D y a sus escuderos con a,

b, ¢, d, respectivamente.

Primera orilla Segunda orilla
ABCD XXX
bcd XXX

I. Pasan a la otra orilla los escuderos b, ¢, d
ABCD XX
Aeoeoe ebcd

II. El escudero b regresa y los caballeros C, D, pasan a la otra

orilla
ABeoe ee(CD
abee eecCd

ITI. El caballero C y su escudero regresan a la primera orilla.
Después los caballeros A, B, C pasan a la segunda orillas
XXX ABCD

abce eeoed

IV. El escudero d pasa a la primera orilla y junto con los
escuderos b, ¢, regresa a la segunda
XK ABCD

Qeee ebcd

V. Uno de los escuderos pasa a la primera orilla y junto con el
escudero a regresa a la segunda
XXX ABCD

eeooe abcd

49, Utilizaremos las denominaciones, dadas es los problemas anteriores:

Primera orilla Isla Segunda orilla

ABCD XXX

abcd ecooe

I. El caballero D pasa a su escudero a la isla y regresa a la primera orilla
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ABCD

abce

d

II. El caballero C pasa a su escudero a la segunda orilla y regresa a la

primera
ABCD ° eooo0
abee d eeCeo

III. El caballero B pasa a la isla al caballero D, después va donde su

escudero y junto con él, regresa a la primera orilla

ABCoe

abce

D
d

IV. Los caballeros A, B, C junto con sus escuderos pasan a la segunda orilla

sin desembarcar en las isla (véase el problema 46):

D
d

ABCe

abce

V. El caballero A con su escudero pasa a la isla, deja en ella a su escudero

y pasa a la segunda orilla junto con el caballero D.

ad

ABCD

ebce

VI. El escudero b pasa a la segunda orilla primero al escudero a y luego al

d:
EEX ABCD
ecooe abcd

50. La via principal y el desvio en la estacion tienen la configuracion dada en la fig.

128.
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Por la via principal, en la direccién indicada por la flecha, avanza el tren B y detras
de él el tren A, al cual se le debe ceder el paso valiéndose del desvio, en el que
entra solamente una parte de los vagones del tren B.

El tren A alcanza al tren B y debe seguir su marcha. ¢Qué hacer? Pues lo siguiente.
El tren B va por la via principal y pasa con todos sus vagones mas alld del desvio.
Después da marcha atras, entra en el desvio y deja en él los vagones posibles; la
locomotora, junto con los vagones restantes, tira hacia delante y se aleja del
desvio. Luego se deja pasar al tren A; a su ultimo vagéon se enganchan los vagones
del tren B, que quedaron en el desvio, y junto con ellos tira primero hacia delante,
con el fin de que todos los vagones del tren B pasen a la via principal, y luego da
marcha atras liberando la entrada del desvio. A continuacion la locomotora del tren
B, junto con una parte de los vagones, pasa al desvio, dejando paso libre por la via
principal al tren A. Del tren A se desenganchan los vagones del tren B. El tren A
continla velozmente la marcha. Mientras tanto, la locomotora del tren B sale a la
via principal; dando marcha atras, engancha sus ultimos vagones, que quedaron a

la izquierda del desvio y sigue también su ruta detras del tren A.

51. La posicién de los barcos en el canal con la bahia se da en la fig. 129.

Figura 129

Los buques B y C dan marcha atras (hacia la derecha) y el barco A entra en la
bahia; los buques D, E y F pasan por el canal junto a la bahia; el barco A sale de él
y continla navegando por el canal (hacia la izquierda); los buques D, E F regresan
al lugar en que estaban al principio (a la izquierda de la bahia); el bugue B repite la
maniobra del A. De la misma forma pasa el barco C y los buques contindan

navegando en las direcciones correspondientes.
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Capitulo 5
Repartos en Circunstancias Dificiles
52. Si de las 5 rosquillas que tenemos partimos 3 en dos mitades cada una,
entonces, tendremos dos partes iguales y damos una parte a cada nifio. Después
partimos las dos rosquillas restantes en 3 partes iguales cada una y otra vez
tendremos 6 partes que también repartimos entre los ninos. De tal forma, el

problema se resuelve sin partir ninguna rasquilla en 6 partes.

53. Nikita y Pavel hacen mal el cdlculo. Los 11 panecillos fueron divididos entre tres
a partes iguales, entonces, cada uno comid 11/3 panecillos.

Pavel tenia 7 panecillos, comié 11/3 panecillos, por consiguiente, al cazador le
dieron 10/3 panecillos.

Nikita, de sus cuatro panecillos comié también 11/3 panecillos, por consiguiente, el
cazador le dio 1/3 (una tercera parte) de panecillo,

El cazador comidé 11/3 panecillos y pagd por ellos 11 kopeks, entonces, cada tercera
parte de panecillo dio un kopek. A Pavel le tomé 10 terceras partes y a Nikita, una

tercera parte; por lo tanto, Pavel debe tomar 10 kopeks y Nikita 1 kopek.

54. Ivan propuso a los campesinos dividir el trigo de la siguiente forma:

- Yo divido el trigo en tres montones, a mi parecer iguales, y me aparto a un lado.
Me conformo con cualquier montén. Después que indique Piotr el montdon donde él
considera que hay menos trigo. Si Nikolai también considera que ese montdn es el
mas pequeifio, entonces, me lo dan, El resto de trigo lo dividen entre ustedes de la
misma forma. Si Nikolai decide que en el montén indicado no hay menos de una
tercera parte de todo el trigo, entonces, se lo lleva él. Piotr que coja el montén
mayor de los dos restantes, segun su parecer, y el que quede sera para mi.

Los campesinos siguieron el consejo de Ivan, dividieron el trigo y se fueron

satisfechos.

55. Se supone, naturalmente, que todas las barricas; las llenas, las semillenas y las

vacias, son iguales entre si. Esta claro que cada uno de los negociantes debe recibir
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siete barricas. Calculemos ahora cuanto kvas deberd pertenecer a cada uno de
ellos. Tenemos 7 barricas llenas y 7 vacias. Si fuese posible de cada barrica llena
echar la mitad a una vacia, entonces, resultarian 14 barricas llenas hasta la mitad
(semillenas); anadiendo a ellas otras 7, ya semillenas, resultarian 21 barricas, cada
una con la misma cantidad de kvas, Entonces, a cada negociante le tocarian 7
barricas semillenas de kvas, Sabiendo esto, podemos dividir el kvas en partes

iguales, sin pasarlo de una barrica a otra de la siguiente forma:

Barricas
llenas semillenas vacias
Primer negociante 2 3 2
Segundo negociante 2 3 2
Tercer negociante 3 1 3
Y otra solucion es:
Barricas
llenas semillenas vacias
Primer negociante 3 1 3
Segundo negociante 3 1 3
Tercer negociante 1 5 1

56. Este problema tiene dos soluciones que consisten, por lo visto, en trasvasar
kvas de la barrica grande a las pequefias y de éstas otra vez trasvasar kvas y asi
sucesivamente.

Damos estas soluciones mediante dos tablas, que indican cuanto kvas queda en
cada barrica después de cada trasvase.

Solucién 1

Barrica
grande de 5 calderos de 3
calderos
Antes del trasvase 8 0 0
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Después de trasvase N° 1 3 5 0
Después de trasvase N° 2 3 2 3
Después de trasvase N° 3 6 2 0
Después de trasvase N° 4 6 0 2
Después de trasvase N° 5 1 5 2
Después de trasvase N° 6 1 4 3
Después de trasvase N° 7 4 4 0
Solucién 2
Barrica
grande de 5 calderos de 3
calderos
Antes del trasvase 8 0 0
Después de trasvase N° 1 5 0 3
Después de trasvase N° 2 5 3 0
Después de trasvase N° 3 2 3 3
Después de trasvase N° 4 2 5 1
Después de trasvase N° 5 7 0 1
Después de trasvase N° 6 7 1 0
Después de trasvase N° 7 4 4 0
57. Solucién 1
Barrica
grande de 5 calderos de 3
calderos
Antes del trasvase 16 0 0
Después de trasvase N° 1 10 6
Después de trasvase N° 2 0 10 6
Después de trasvase N° 3 6 10 0
Después de trasvase N° 4 6 4 5
Después de trasvase N° 5 12 0
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Después de trasvase N° 6
Después de trasvase N° 7
Después de trasvase N° 8
Después de trasvase N° 9
Después de trasvase N° 10
Después de trasvase N° 11
Después de trasvase N° 12

Después de trasvase N° 13

Solucion 2

Antes del trasvase
Después de trasvase N° 1
Después de trasvase N° 2
Después de trasvase N° 3
Después de trasvase N° 4
Después de trasvase N° 5
Después de trasvase N° 6
Después de trasvase N° 7
Después de trasvase N° 8
Después de trasvase N° 9
Después de trasvase N° 10
Después de trasvase N° 11
Después de trasvase N° 12

Después de trasvase N° 13

58. Soluciéon 1

Colaboracion de Arturo Novoa

1 11 4
1 9 6
7 9 0
7 3 6
13 3 0
2 11 3
8 6
8 8 0
Barrica
grande de 5 calderos de 3
calderos
16 0 0
10 0 6
10 6 0
4 6 6
11 1
15 0 1
15 1 0
9 1 6
9 7 0
3 7 6
3 11 2
14 2
8 6
8 0
Barrica
grande de 5 calderos de 3
calderos
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Antes del trasvase 4 0 6
Después de trasvase N° 1 1 3 6
Después de trasvase N° 2 1 2 7
Después de trasvase N° 3 6 2 2
Después de trasvase N° 4 5 3 2
Después de trasvase N° 5 5 0 5
Solucion 2
Barrica
grande de 5 calderos de 3
calderos
Antes del trasvase 4 0 6
Después de trasvase N° 1 4 3 3
Después de trasvase N° 2 6 1 3
Después de trasvase N° 3 2 1 7
Después de trasvase N° 4 2 3 5
Después de trasvase N° 5 5 0 5

Es facil formular un conjunto de soluciones semejantes. Pero las tablas dadas no
responden a la pregunta: éa qué regla atenerse para hallar estas soluciones? Con el
fin de determinar esta regla vamos a presentar el problema de otro modo, en forma
geométrica. Para precisar, examinemos el problema 58. Designamos por x e y la
cantidad de liquido contenido después de cualquier trasvase respectivamente a la
primera y segunda barricas. Durante los trasvases la cantidad total de liquido no
varia, es decir, siempre es igual a 4 + 6 = 10 calderos. Por lo tanto, en la tercera
barrica habra 10 - x - y calderos de liquido. La cantidad de liquido contenido en una
barrica no puede superar la capacidad de ésta. Vemos que los valores x e y

satisfacen esas condiciones:

0<x<6
<y<3
<10-x-y<7
y formula 1
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O bien:
0<x<6
0<y<3

3<x+y Sloformula 2

Mas adelante nos serd mas comodo utilizar un pliego de papel cuadriculado. En él
elegimos un punto cualquiera y trazamos dos lineas perpendiculares entre si y
coincidentes con las lineas del cuadriculado, que pasen por el punto elegido.

Llamaremos a una de ellas eje X, y a la otra eje Y.

“,
LN
\
\“"-.
L 1
£ “'\5‘* -K.
o <
s 1# .\lﬁ
Figura 130

Entonces, podemos representar cada par de nimeros [X, y] mediante un punto
correspondiente en el pliego de papel con coordenadas [x, y]. Indiquemos en el
plano todos los puntos, cuyas coordenadas satisfacen las desigualdades dadas
anteriormente. En la fig. 130 este conjunto de puntos (la parte interior del
cuadrilatero PQRS) esta rayado. EI momento inicial de la distribucién del liquido
corresponde en este dibujo, al punto A (x = 4, y = 0). La distribucién que queremos

obtener, al punto B (x = 5, y = 0, con ello, en la tercera barrica habra 5 calderos).
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La sucesion de trasvases, que conduce de la distribucién A a la distribucion B,
aparece en la figura dada como una sucesion de puntos. O bien, si unimos mediante
una linea recta cada dos puntos consecutivos, obtenemos una linea quebrada, del
punto A al B.

Probemos aclarar qué condiciones deben satisfacer los vértices de esta linea
quebrada y sus eslabones.

El trasvase finaliza en el momento en que se llena la barrica a la que echamos el
liguido, o bien se vacia la barrica de la que extraemos el liquido. Esto demuestra
que después de cada trasvase obligatoriamente habra, por lo menos, una barrica
vacia o una barrica llena. éDoénde, pues, se situaran los puntos correspondientes en
el cuadrilatero PQRS? Si esta llena la primera barrica (x = 6), entonces, el punto
yace en el segmento RS y si estd vacia (x = 0), entonces deben estar llenas la
segunda y tercera barricas (3 + 7 = 10). Hay un sdélo punto con estas
condiciones, el Q. Las distribuciones, después de las cuales resulta vacia la segunda
barrica (y = 0) corresponden a los puntos en el segmento PS y a la segunda barrica
resulta llena (y = 3) a los puntos del segmento QR. Por ultimo, la tercera barrica no
puede estar vacia, puesto que en las dos primeras no caben 10 calderos, pero si
dicha barrica esta llena, entonces, en las dos primeras habra un contenido de 10 - 7
= 3 calderos (x + y = 3) Sus puntos correspondientes yacen en el segmento PQ. En
cualquier caso, estos puntos yacen en los bordes (lados) del cuadrilatero PQRS. O a
sea, los vértices de la linea quebrada deben distribuirse en los bordes del
cuadrilatero PQRS.

Observaremos a continuacién que después de cada trasvase el contenido de una
barrica queda invariable, pues cada uno de ellos se refiere solamente a dos barricas.
Si no cambia el contenido de la primera barrica (x constante), entonces, el
segmento que une puntos correspondientes a las distribuciones de antes y después
del trasvase, es paralelo al eje Y (al comienzo y final del segmento, la coordenada x
tiene un mismo valor). Si después del trasvase no cambia el contenido de la
segunda barrica, entonces, el eslabdn correspondiente de la linea quebrada es
paralelo al eje X (y constante). Por ultimo, si en el trasvase no se utiliza la tercera
barrica, entonces se conserva la cantidad total de liquido en las dos primeras. En

otras palabras, en los extremos del segmento la suma x + y adquiere un mismo
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valor. Esto significa que el eslabdn de la linea quebrada es paralelo al segmento PQ.
O sea, cada eslabdén de la linea quebrada es perpendicular al eje OX, o bien al eje
QY, o a la bisectriz del angulo formado por estos ejes.

Para comprobar nuestros calculos, supongamos que cierto eslabén de la linea
quebrada yace en un lado del poligono PQRS, por ejemplo, en el segmento PQ,
¢éQué significa esto? Este eslabdn forma angulos iguales con la tercera barrica.
Ademas, esta barrica esta llena. Las dos primeras barricas contienen en conjunto x
+ y = 3 calderos de liquido, por eso el trasvase termina si queda vacia la primera
barrica (x = 0, punto Q) o bien la segunda (y = 0, punto P). Exactamente lo mismo
se puede reflexionar con respecto a los otros lados del poligono PQRS. Hemos
aclarado que si uno de los eslabones de la linea quebrada yace en un lado de PQRS,
su extremo obligatoriamente coincide con uno de los puntos P, Q, R, S.

Nuestro problema en el lenguaje geométrico, toma la siguiente forma: unimos los
puntos A y B mediante una linea quebrada, cuyos vértices yacen en un lado del
poligono y cuyos eslabones son paralelos a los ejes X, Y o forman angulo iguales
con los ejes. Si al mismo tiempo un eslabdén yace en uno de los lados del poligono,
entonces, su extremo debe coincidir con uno de los vértices.

De esta forma el problema adquiere mas claridad y las lineas quebradas requeridas
se hallan sin dificultad (figs. 131 y 132).

i A 1

. . -
0 P A B S X 0 P A B S X
Figuras 131y 132

En un papel cuadriculado no es dificil trazar lineas quebradas, ya que todos los
eslabones pasan por los nudos de reticulos y los vértices coinciden con los nudos.
Las lineas quebradas, representadas en las figs. 131 y 132, corresponden a la

primera y segunda soluciones, lo que no es dificil de comprobar.
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En otros problemas el cuadrildtero PQRS puede ser sustituido por otros poligonos:
paralelogramo (problema 56), pentagono (problema 57). Pueden surgir hexagonos,
pero siempre 6 serda la cantidad maxima posible de lados. La formulaciéon del
problema en estos casos sigue siendo la misma, cambia solamente el poligono vy la
posicion de los puntos A, B.

La representacion geométrica del problema y su solucidon es clara, no obstante, la
construccién de las figuras requiere tiempo suplementario, papel y lapiz.
Intentaremos, a base de reflexiones geométricas, dar recomendaciones de cémo
hallar en cualquier problema semejante el procedimiento correspondiente (si existe)
sin recurrir a construcciones.

Los vértices del poligono corresponden a las distribuciones, durante las cuales
inmediatamente dos barricas se hallan en estado limite (las dos estan vacias; las
dos estan llenas: una esta vacia y la otra esta llena).

I. Ante todo hay que conseguir, mediante trasvases, que por lo menos dos barricas
se hallen en el estado limite. Geométricamente esto corresponde a la construccion
de una linea quebrada, que comience en el punto A y termine en uno de los vértices
del poligono

II. Se debe pasar por todos los vértices del poligono trasvasando, a cada paso,
liguido de la barrica, no utilizada en el trasvase anterior, y sin variar el contenido de
una de las barricas que se halla en estado limite.

La utilizacién geométrica consecutiva de la regla II, significa el paso de un vértice
del poligono a otro contiguo y asi sucesivamente. Estos vértices no son mas de seis,
por lo tanto, utilizando la regla II no mas de seis veces, regresamos a una
distribucién ya conocida antes por nosotros.

Si utilizando la regla I no damos en B y si B es diferente de los vértices del poligono
(la utilizacion de la regla II no nos da B) entonces a continuacién es preciso obrar
de la siguiente forma.

III. Partiendo del punto A y también de las distribuciones correspondientes a cada
vértice del poligono, se deben realizar trasvases que no conduzcan a distribuciones
ya realizadas antes, hasta que sea posible o hasta conseguir la distribucién de B. Al
mismo tiempo, como es facil ver, en el trasvase deben ser utilizadas una barrica

gue se halle en estado limite y una barrica no utilizada en el trasvase anterior.
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Del resultado de los calculos geométricos se deduce que, si esto es posible de
hacer, el procedimiento es uUnico (del punto A, algunas veces, se pueden trazar dos
lineas quebradas, conforme al problema examinado). Si la utilizacién de la regla II
no conduce a la distribucién de B, entonces, esto significa que, mediante trasvases,

el paso de A a B es imposible.

Capitulo 6
Cuentos e Historias Antiguos

60. Este problema se resuelve facilmente si se comienza por el final, teniendo en
cuenta que después del tercer paso resultd que el campesino tenia 24 kopeks,
exactamente los que debia entregar.

En efecto, si después del ultimo paso resultd que al campesino le quedaban
exactamente 24 kopeks. Entonces, antes de este paso tenia 12 kopeks. Pero estos
12 kopeks le quedaron después de dar 24, o sea, en total tenia 36 kopeks. Por lo
tanto, el segundo paso, el campesino lo emprendié teniendo 18 kopeks y ellos le
guedaron después de pasar el puente por primera vez y dar al diablo 24 kopeks.
Entonces, en total después de pasar por primera vez tenia 18 mas 24 kopeks, o
sea, 42 en total. De esto se desprende que, antes de pasar el puente por primera
vez, el campesino tenia en su bolsillo 21 kopeks suyos.

iSe equivocd el campesino! Como vemos, a consejo ajeno la reflexidn propia no

sobra.

61. El tercer campesino dejo para sus companeros 8 patatas, o sea, 4 patatas para
cada uno. El comidé 4. Entonces, sucedié que el segundo campesino dejé a sus
compafieros 12 patatas, o sea, 6 para cada uno. El comié 6 patatas. Resulta pues
qgue el primer campesino dejé a sus compafieros 18 patatas, o sea, 9 para cada uno,
El se comid 9.

Entonces, la duefia sirvié en total a la mesa 27 patatas lo que supone 9 para cada
campesino. Pero el primer campesino se comié su parte. Por consiguiente, de las

ocho patatas que quedaron, 3 pertenecen al segundo campesino y 5 al tercero.
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62. Este problema es muy viejo y para muchos ya conocido.

Esta claro que mas ovejas tiene el primer pastor, Ivan. ¢{Pero cuantas ovejas tiene
mas que Piotr?

¢Si Ivan da una oveja no a Piotr sino a otro cualquiera, entonces, tendran los dos
pastores la misma cantidad? iNo! puesto que igual cantidad tendrian solamente en
el caso que Ivan diese una oveja a Piotr. Por lo tanto, si Ivan da una oveja no a
Piotr sino a un tercer pastor, de todas formas le quedaran mas ovejas que a Piotr
pero... écuantas mas? Esta claro que una oveja mas, puesto que si afiadimos ahora
una oveja al rebafio de Piotr, entonces, los dos pastores tendran la misma cantidad.
De esto se deduce, que mientras Ivan no dé a nadie ninguna oveja, tendra en su
rebafio dos ovejas mas que Piotr.

Ahora vamos a ver cuantas ovejas tiene el segundo pastor, Piotr. Conforme al
calculo anterior, debe tener dos ovejas menos que Ivan, Entonces, si Piotr da una
de sus ovejas no a Ivan sino a otro cualquiera, resultard que Ivan tiene tres ovejas
mas que Piotr. Pero sea que recibe esta oveja precisamente Ivan y no otro
cualquiera, Entonces, queda claro que Ivan se hara con cuatro ovejas mas que las
que le quedan a Piotr.

Ahora bien, conforme a las condiciones del problema, en dicho caso, Ivan se hara
con el doble de ovejas que Piotr. Asi, pues, cuatro es precisamente la cantidad de
ovejas que le quedarian a Piotr si diese una a Ivan, quién entonces tendria ocho

ovejas. Asi, antes de la supuesta entrega, Ivan tenia 7 y Piotr 5 ovejas.

63. La perplejidad de las campesinas se explica al momento si reflexionamos que
juntando sus manzanas y vendiéndolas de esta forma, sin ellas darse cuenta, las
vendian a otro precio que antes de juntarlas,

Tomemos, por ejemplo, las dos Ultimas campesinas y veamos qué hicieron en
realidad.

Mientras la primera y segunda campesina pensaban vender sus manzanas por
separado, el precio de una manzana de la primera era medio kopek y el de la
segunda, de un tercio de kopek. Cuando se unieron y comenzaron a vender cinco

manzanas por 2 kopeks, el precio de cada manzana fue ya de 2/5 de kopek.
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Entonces, la primera campesina vendié todas sus manzanas, no a medio kopek por

unidad sino a 2/5 de kopek, con lo que perdié por cada manzana 1/10 de kopek

(E_Z_ELE_EJ
2.5 1010 (formula 3)

y, por consiguiente, de la venta de las treinta manzanas perdioé 3 kopeks.
La segunda campesina, por el contrario, vendiendo las manzanas conjuntamente,

ganaba por una de ellas 1/15 de kopek

(Z_E_E_ij
5 3 15 15 formula 4

y por las treinta manzanas, 2 kopeks,
La primera perdid 3 kopeks, la segunda gané 2 kopeks. En total un kopek se perdié.
Mediante los mismos razonamientos se halla con facilidad, por qué las dos primeras

campesinas obtuvieron un kopek demas.

64. Los campesinos no sabian sumar quebrados debidamente. En efecto, simense

todas las partes en las que los campesinos querian dividir el hallazgo:

1 1 57
o+ ==
5 6

1. _
3 60 formula 5

1
4

Resulta que todos ellos en conjunto querian recibir menos dinero que el que
encontraron (60/60). El dinero hallado, junto con el dinero que anadio el jinete, fue
dividido en 60 partes; de ellas 57/60 recibieron los campesinos y con 3/60 6 1/20
partes se quedd el jinete, Pero sabemos que el jinete se quedd con 3 rublos. Por lo
tanto, 1/20 de todo el dinero corresponde a 3 rublos. O sea, la cantidad total de
dinero era de 3 x 20 = 60 rublos. Carp recibid 1/4 parte, es decir, 15 rublos, pero si
el jinete no pusiera su rublo, Carp deberia recibir 25 kopeks menos o 15 rublos - 25
kopek = 14 rublos y 75 kopeks, lo que corresponde a 1/4 parte del dinero hallado,
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De lo expuesto se desprende que fueron hallados 14 rublos 75 kopeks x 4 = 59
rublos. Con el dinero del jinete resultaron 60 rublos; o sea, el jinete, efectivamente,
metid en la bolsa 1 rublo. Colocd un rublo y se llevé 3: gand 2 rublos haciendo un
reparto inteligente.

¢Qué dinero fue el hallado en la bolsa?

Cinco billetes de 10 rublos, un billete de 5, uno de 3 y uno de 1 rublo. El jinete dio a
Sidor 20 rublos: dos billetes de 10; a Carp, 15 rublos: un billete de 10 y otro

de 5; a Pajom, 12 rublos: un billete de 10 y dos de 1 rublo (uno el encontrado y
otro el suyo); a Forma, el ultimo billete de 10 rublos. Con el billete de tres rublos se

quedod él.

65. El sabio obré con audacia, Temporalmente unié al rebano su camello y con él
resultaron 18 camellos. Una vez dividido este numero conforme al testamento (el
hermano mayor recibié 18 x 1/2 = 9 camellos, el mediano 18 x 1/3 = 6 camellos, el
menor 18 x 1/9 = 2 camellos) el sabio se apoderd otra vez de su camello (9 + 6 +
2 + 1=18). El secreto, lo mismo que en el problema anterior, consiste en que las
partes conforme el testamento deberian dividir el rebafio los hermanos, en suma no

dan 1. En efecto,

1/2 +1/3 +1/9=17/18

66. Si la barrica estd llena de agua exactamente hasta la mitad, entonces,
inclinandola hasta tal punto que el nivel del agua llegue justamente al borde de la
barrica, veremos que el nivel del agua llega también exactamente hasta el punto
superior del fondo de la barrica (fig. 113 a).

Esto sucede por el hecho de que al trazamos un plano que pase por dos puntos
diametralmente opuestos de los circulos superior e inferior de la barrica, este plano
dividira la barrica en dos partes iguales, Si la barrica esta llena de agua menos de la
mitad, entonces, inclinandola de la forma indicada, parte del fondo de la barrica
quedara fuera del agua (fig. 133 b). Por ultimo, si la barrica esta llena de agua mas

de la mitad, entonces, al inclinarla, su fondo quedara cubierto por el agua (fig. 133

c).
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c)
Figura 133

Razonando precisamente de esta forma el sirviente resolvié el problema.

67. Las soluciones se dan en las figs. 134 y 135.

2 P J i ! 1
2 21 | !
2 p, 2 5 1 3

Figuras 134 y 135

68. El criado cada vez tomaba una botella de cada seccidn lateral y de esas mismas
secciones, para enganar al duefio después de cada hurto, anadia una botella a las
secciones de los angulos, De tal forma rob6 4 veces por 4 botellas, o sea, en total

16 botellas. Esto queda claro examinando las figuras 136.
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Figura 136

El criado podia disponer las botellas de otra forma, pero conservando siempre en la
primera y tercera columnas del cuadrado la cantidad de 21 botellas en cada una.
Por lo tanto, no pudo llevarse mas de 60 - 2 x 21 =18 botellas, o sea, realizar mas

de cuatro hurtos.

69. En el primer caso, en la caverna quedaron 21 personas. Distribuirlas,
conservando las condiciones de que a lo largo de cada pared haya 9 personas, se

puede de muchas formas. Una de ellas se muestra en la fig. 137.
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Figura 137
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En el segundo caso era preciso distribuir 27 personas. Una de las soluciones

posibles se da en la fig. 138.

2] 5] 2

S 4
b L .—J
2 4 \ ]

Figura 138

90. No es dificil comprender que el abuelo dio menos setas al tercer nieto que a los
otros dos, puesto que éste, para tener la misma cantidad de setas que sus
hermanos, deberia recoger tantas setas cuantas recibié del abuelo. Para que la
solucidn resulte mas simple diremos que el abuelo dio al tercer nieto un pufado de
setas.

¢Cuantos pufiados dio entonces al cuarto nieto?

El tercer nieto trajo a casa 2 punados, ya que él mismo encontrd tantas setas
cuantas le dio el abuelo. El cuarto nieto trajo a casa exactamente la misma cantidad
de setas que el tercero, o sea, también dos pufiados, pero perdié la mitad de sus
setas por el camino, es decir, que el abuelo le dio 4 pufiados.

El primer nieto trajo a casa 2 pufiados, pero de ellos 2 setas encontrd él mismo, o
sea, el abuelo le dio dos pufiados menos dos setas. El segundo nieto trajo a casa 2
pufiados, pero por el camino perdié 2 setas, o esa, el abuelo le dio 2 montoncitos
mas dos setas.

Por lo tanto, el abuelo repartié entre sus nietos 1 pufiado, mas 4, mas 2 pufados
sin dos setas, mas 2 punados con dos setas demas, en total 9 enteros (en dos
faltaban 2 setas pero en los otros dos habia dos setas demas). En 9 pufiados iguales

habia 45 setas, entonces, en cada punado se tenian 45 / 9 = 5 setas.
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El tercer nieto recibié del abuelo 1 pufiado, o sea, 5 setas; el cuarto, 4, es decir, 5 x
4 = 20 setas; el primero, 2 sin dos setas, o sea, (5 x 2) - 2 = 8 setas; el segundo,

2 montoncitos con dos setas demas, o sea (5 x 2) + 2 = 12 setas.

71, Es evidente que el problema se reduce al hallazgo de un nimero que sea
divisible por 7 (es decir sin resto) y que, dividido por 2, 3, 4, 5 y 6, dé un resto
igual a 1.

El nimero menor, que se divide sin resto por 2, 3, 4, 5y 6 (minimo comun multiplo
de estos numeros,) es 60. Entonces, debemos hallar un nimero que sea divisible
por 7 y que, al mismo tiempo, sea en una unidad mayor que un numero divisible
por 60. Este nimero se puede hallar realizando pruebas consecutivas: 60, dividido
por 7 da de residuo 4, por lo tanto, 2 x 60 da de residuo una unidad (2 x4 = 8; 8 -
7 =1).

Entonces, 2 x 60 es igual a un nimero multiplo de 7 + 1, de aqui se deduce que (7
X 60 — 2 x 60) + 1 es igual a un numero multiplo de 7, o sea, 5 x 60 + 1 es igual a

un namero multiplo de 7,

5x60+ 1=301

Por lo tanto, el menor nimero que resuelve el problema es 301. Es decir, la

cantidad minima de huevos que podia haber en la cesta es 301.

72, Por lo visto, aqui la cuestion radica en saber la hora exacta cuando Piotr regresé
a su casa. El razonaba de la siguiente forma: “Doy cuerda a mi reloj y al irme miro
qué hora marca, digamos, la hora a. Al llegar donde mi amigo, inmediatamente le
pregunto qué hora es: supongamos que su reloj marca la hora b. Antes de irme otra
vez miro qué hora marca su reloj, digamos que, en dicho momento, marca la hora
c. Al llegar a casa, inmediatamente observo que mi reloj marca la hora d. Por estos
datos me sera mas facil determinar la hora exacta.

La diferencia [d - a] indica el tiempo de mi ausencia en casa. La diferencia [c - b],

el tiempo que estuve con mi amigo, La diferencia [d - a] - [c - b] resultado de
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restar el segundo tiempo del primero, me dara el tiempo que empleé en el camino.
La mitad de éste, (b + d — a -c)/2, fue empleado en el camino de regreso.
Afadiendo esta mitad a c, tendré (b + ¢ + d -a)/2; esta serd la hora exacta en que

regresé a casa"

73. Conforme a las condiciones, toda la suma obtenida, por lo visto, no supera 9997
rublos 28 kopeks. Por consiguiente, fueron vendidos no mas de 999.728/4.936, o
sea, no mas de 202 trozos.

La ultima cifra del nUmero desconocido de trozos debe ser tal, que multiplicada por
6 dé un producto cuya ultima cifra sea 8; tal cifra puede ser 3 u 8.

Supongamos que es 3. Entonces, el valor de tres trozos es igual a 14.808 kopeks.
Sustrayendo este numero de la suma recibida, debemos obtener un numero que
termine en 920.

Suponiendo que la ultima cifra es igual a 3, la anterior a ella puede ser 2 6 7, ya
gue sOlo estas cifras, multiplicadas por 6, dan un producto terminado en 2.
Supongamos que el niumero desconocido termina en 23. Sustrayendo el precio de
23 trozos de toda la suma recibida, obtenemos un nimero terminado en 200. La
tercera cifra puede ser 2 6 7, pero como quiera que el niumero desconocido no
supera 202, entonces, nuestra suposicidon os incorrecta.

Si la suposicion fuese de que el numero desconocido termina en 73, entonces, la
tercera cifra seria 4 6 9; una suposicion are también es incorrecta.

Por lo tanto, la ultima cifra no puede ser 3; queda la suposicién que dicha cifra es 8.
Calculos semejantes a los anteriores, demuestran que la segunda cifra puede ser 4
0 9; de estas dos suposiciones solo la segunda puede ser correcta,

El problema tiene solamente una solucién: la cantidad de trozos vendidos es 98,

toda la suma obtenida es igual a 4837 rublos 28 kopeks.

74. Se debe comenzar a contar por el sexto soldado, sentado a la izquierda del

dueno. En el segundo caso, por el quinto soldado, a la derecha del duefio.

75. Durante la ardorosa disputa el cochero no pudo hacerse una idea de cuan

grande es la cantidad de aparejos que debera realizar, Calculemos esa cantidad.
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Designando los caballos mediante las cifras 1, 2, 3, 4, 5 debemos aclarar de cuantas
formas o variantes se pueden disponer estas cinco cifras.

Dos cifras se pueden permutar de dos formas; (1, 2) y (2, 1), Las permutaciones
(arreglos) en la disposicidn de tres cifras: 1, 2, 3, que comiencen con la cifra 1,
pueden ser también dos. Pero este nUmero de variantes no depende de cual de las
tres cifras fijadas esta en primer lugar, o sea, en total la cantidad de permutaciones

en la disposicidon de tres cifras puede ser 3 x 2 = 6;

123 132 213 231 312 321

Continuando, hallamos que con cuatro cifras, siendo fijada la primera, se pueden
realizar 6 arreglos (variaciones) y que el conjunto de todos los arreglos de 4 cifras
se divide en 4 grupos de 6 variantes cada uno, que comienzan por una su misma
cifra: 1, 2, 3 6 4. O sea, que todos, los arreglos seran 4 x 6 =4 x 3 x 2 x 1 = 24,

De la misma forma, el conjunto de todos los arreglos de 5 cifras consta de 5 grupos
cada uno de 24 variantes, que comienzan por una de las cifras 1, 2, 3, 4 6 5. En

total seria

5x24=5x4x3x2x1=120 arreglos.

Se puede demostrar que el conjunto de arreglos para n cifras {1, 2, 3... n} es igual
al producto de 1 x 2 x 3 x..., X n. Este nUmero se designa por n!

Volvamos a nuestro problema. En total el cochero deberia hacer 170 aparejos
(cambios) de las caballerias. Si para cada uno de ellos necesitase sélo un minuto,
entonces para realizar todos los aparejos necesitaria 2 horas. El cochero perdio la

apuesta.

76. Si uno de loa varones comprd, digamos x objetos entonces, conforme a las
condiciones del problema, pagé por ellos x> kopeks. Si su mujer comprd y objetos,
entonces pagd por ellos y? kopeks. O sea, tenemos x? — y> = 48, o bien (x - y) * (x
+ y) = 48.
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Los valores de x e y conforme a las condiciones son nimeros enteros y positivos.

Esto es posible sélo en el caso cuando (x - y) Yy (x + y) son pares, siendo (X — y) <
(x +y).

Descomponiendo 48, en estos factores vemos que tenemos solo tres posibilidades
de cumplir esta condicién:

48 =2x24=4x12=6x8

o bien
Xl_y1=2
X, +y, =24
X, -y, =4
X, +Yy, =12
X3_Y3:6
X, +Y; =8

Resolviendo estos sistemas de ecuaciones, hallamos que

formula 6

formula 7

formula 8

X1 =13,y1 =11, X =8, vy, =4,Xx3=7,y3 =1,

Buscando aquellos valores de x e y, cuya diferencia es igual a 9, hallamos que Ivan
comprd 13 objetos y Ekaterina, 4. De la misma forma Piotr comprd 8 objetos vy

Maria, 1. Asi, pues, tenemos las siguientes parejas:

Ivan 13 Piotr 8 Alexei 7
Anna 11 Ekaterina 4 | Maria 1
Capitulo 8

Ejercicios con un Trozo de Papel
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77. Poner sobre la mesa una hoja de papel de forma irregular y efectuar un doblez
cerca de uno de sus bordes, Supongamos que esta dobladura es la linea recta XX'
(fig. 139).

Figura 139

Cortar con un cortaplumas por la linea de la doladura y separar el trozo menor de la
hoja de papel. De tal forma es obtendra un borde rectilineo, de la misma forma
doblar la hoja de papel por la linea DY, procurando que el borde rectilineo XX' se
superponga exactamente. Al desenvolver después el papel se vera que el doblez DY
forma un angulo recto con el borde XX' puesto que una superposicion demuestra
que el angulo YDX' es igual al angulo YDK. Lo mismo que antes, pasar con el
cortaplumas por la segunda dobladura y separar la parte innecesaria.
Si se repite el procedimiento indicado se obtendran los bordes CB y BA. La
superposicion demuestra que los angulos A, B, C y D son rectos e iguales entro si y
que los lados BC y CD son iguales a DA y AB, respectivamente. O sea, el trozo de
papel obtenido ABCD (fig. 139) tiene la forma de un rectangulo. Una superposicion
demuestra las siguientes propiedades del mismo:

1. sus cuatro angulos son rectos:

2. sus cuatro lados no son todos iguales

3. los dos lados mas largos y los dos mas cortos, son iguales entre si.
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78. Tomamos una hoja rectangular de papel A'D'CB la plegamos en diagonal, de tal
forma que uno de los lados cortos, por ejemplo, el CB coincida con el lado largo BA',

tal como se muestra en la fig. 140.

Figura 140

El dngulo B se sitla en el borde BA', en el punto A; el extremo del doblez por el
borde CD' se situara en el punto D., Después hacemos un doblez por los puntos A y
D desdoblando por la recta AD la parte A'D'DA que sobresale. Desplegando después
la hoja de papel obtenemos la figura ABCD, o sea, un cuadrado, cuyos angulos son

rectos y todos los lados iguales.

79. Tomamos una hoja de papel cuadrada y la doblamos en dos partes, de tal forma

que los bordes de sus lados opuestos coincidan (fig. 141).
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Figura 141

Resultara en una dobladura que pasa por el centro de los otros dos lados
perpendiculares a ellos. En esta linea central del cuadrado tomarnos un punto
cualquiera y hacemos dobladuras que pasen por este punto y por los angulos del
cuadrado, situados a ambos lados de la linea central. Obrando de esta forma
obtenemos un tridngulo isdsceles, en cuya base yace uno de los lados del cuadrado.
La linea central divide, naturalmente, el tridngulo isdsceles en dos tridngulos
rectangulos coincidentes si se superponen. Dicha linea divide también el angulo del

vértice del tridngulo isdsceles en dos partes iguales.

80. En la linea central de un cuadrado determinamos un punto, distanciado de dos
vértices del cuadrado en una longitud igual a uno de sus lados, y hacemos un
doblez como en el ejercicio anterior. En este caso obtenemos un tridngulo equilatero
(fig. 142).
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Figura 142

El punto necesario en la linea central del cuadrado, es facil de hallar. Para ello es
preciso doblar la base AC por AA', cerca de su extremo A, hasta que el otro extremo

C no coincida con la linea central en el punto B.

81, Doblamos el cuadrado por el centro de los lados opuestos (fig. 143).

Figura 143

Obtenemos las lineas AOB y COD. En los dobleces AO y OB construimos, por el
procedimiento ya conocido, los tridngulos equilateros AOF, AON, BOF, BOG.
Hacemos dobladuras por EF y NG.

El poligono AECFBGDN es un hexagono regular, lo que el lector podra comprobar sin

dificultad. La distancia maxima entre los puntos del poligono es, evidentemente, AB.

82. Tomamos un cuadrado y, por el procedimiento sabido, mediante dobladuras,

inscribimos en él otro cuadrado (fig. 144).
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Figura 144

Dividimos en dos mitades los angulos formados entre los lados de los cuadrados
dado e inscrito. Sea que las dobladuras que dividen estos angulos en mitades, es
intersectan en los puntos E, F, G, y H.

El poligono obtenido AEBFCGDH es, precisamente, el octdgono regular buscado. En
efecto los tridngulos ABF, BFC, CGD y DHA, inscritos en él, son isdsceles y al ser
superpuestos, coinciden. Por lo tanto, los lados del octadgono obtenido son iguales.
Los angulos del poligono AEBFCGDH también son iguales. En efecto, cada uno de los
angulos en los vértices E, F, G, H de los mismos triangulos, es vez y media mayor
que el angulo recto tomado, puesto que los dngulos en la base de estos tridngulos
son iguales a una cuarta parte de un angulo recto. De lo expuesto queda claro que
cada uno de los angulos del octdgono, en los puntos A, B, C y D también es una vez
y media mayor que un angulo recto, o sea, todos los angulos del octégono son
iguales entre si.

El lado del cuadrado corresponde a la maxima distancia entre la puntos del

octagono.

85. Para resolver este problema se puede utilizar una hoja de papel o de cartén
(mejor si es cuadriculado). Se muestra la forma de hacer el corte necesario en las
figs, 145 y 146.
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Figuras 145y 146

No es dificil comprobar que las cuatro figuras obtenidas de tres cuadrados, si se

superponen, coinciden.

86. La solucion de este problema se da en las figuras 147 y 148.

Figuras 147 y 148

No obstante a lo sencillo y facil que es, requiere una explicacion geométrica de que
4 x 9 = 6 x 6. Ademas, esta clase de problemas dan una excelente preparacién para
resolver problemas mas complicados sobre la transformaciéon de unas figuras en
otras recortandolas en partes y disponiéndola en un orden determinado. Cualquiera

que lo desee puede, por su cuenta, inventar muchos problemas semejantes.

87. La solucion de este problema se ve por el dibujo adjunto (fig, 149).
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Figura 149

Si extraemos la parte dentada A de le parte B y después la introducimos
nuevamente entre los dientes de la parte D, pero desplazandola en un diente hacia

lo derecha, nos resultara un rectangulo perfecto e incluso un cuadrado.

88. La solucion del problema se da en la fig. 150
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Figura 150
89. La solucion se da en la fig. 151.
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Figura 151

90.

1. Mediante lineas rectas, unimos los puntos medios de los lados del cuadrado
con los vértices opuestos del mismo cuadrado;

2. de los mismos puntos medios de los lados del cuadrado trazamos otras
lineas, paralelas a dos y perpendiculares a otras dos de las trazadas antes,
hasta el punto de tangencia con una de dichas lineas, perpendicular a la que
trazamos;

3. en los rectadngulos, obtenidos de esta forma, trazamos una de sus diagonales
y con ello, el cuadrado dado quedara dividido en 20 triangulos rectangulos,
tal como se puede apreciar en la fig 152.
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Figura 152
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Tampoco es dificil demostrar que en los tridngulos rectdngulos obtenidos, uno de los
catetos es dos veces mayor que el otro.

De los 20 tridangulos obtenidos se pueden componer 5 cuadrados iguales (fig, 153).

Figura 153

91. En las figs. 154 y 155 el lector hallard dos soluciones de este problema. La
segunda solucién es tan sencilla como ingeniosa: el problema se resuelve trazando

solamente dos lineas rectas.

u/ '/'.\.L

Figuras 154 y 155

92. Supongamos que ABCD (fig. 156) es el cuadrado dado.

Colaboracion de Arturo Novoa 187 Preparado por Patricio Barros
Antonio Bravo



En el Reino del Ingenio

———— ——w——— a—

Figura 156

E. I. Ignatiev

En uno de sus lados marcamos el segmento DE, igual a la mitad de la diagonal del

cuadrado, Unimos A con B y bajamos a la recta obtenida AE las perpendiculares DF

y BG. Después marcamos los segmentos GH, GK y FL, todos ellos iguales a DF;

finalizamos la construccidn trazando lineas paralelas o perpendiculares a DF, segun

se muestra es la fig. 156. Si ahora recortamos el cuadrado por las lineas trazadas y

después juntamos todos los trozos, tal como se indica en la fig. 157, obtendremos

los tres cuadrados necesarios.
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Le dejamos al lector la demostracion matematica de este problema, hacemos
Unicamente la observacion de que valiéndose de la semejanza de la tridngulos y del
teorema de Pitdgoras demostrado en uno de los problemas anteriores, no sera dificil
determinar que

3 |DFI?> = |AB|?

93. Por el dibujo adjunto (fig. 158) se ve como realizar los cortes en el cuadrado.

Las rectas DF y GB y el punto L se determinan en la fig. 159.

a) &)

Figura 158 y 159

Por los dibujos con las soluciones no es dificil demostrar matematicamente la
justeza de estas construcciones, por lo tanto, quien desee profundizar en el

contenido de este problema puede hacerlo.

95. Cortamos el hexagono primero por la diagonal y unimos las dos mitades

obtenido de tal forma que conformen el paralelogramo ABFE (fig. 160).
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Figura 160

Del punto A, como centro, trazamos una circunferencia, cuyo radio es igual a la
media proporcional entre la longitud AE y la altura del paralelogramo. Esta
circunferencia corta el lado BF en el punto G. Después, del punto E bajamos la
perpendicular EH, hasta la continuacion de AG, y trazamos la recta IK, paralela a EH
y a una distancia de ella igual a AG, De tal forma, el hexagono resulta cortado en 5
partes, con las cuales se puede formar un cuadrado, No damos mas explicacién de
este problema, ya que estd destinado a lectores con conocimientos sobre la

geometria elemental en el plano.

Capitulo 8

Sofismas y Paradojas Geométricas

97. Es facil ver que los tridngulos A y B, obtenidos después de cortar el cuadrado,
son iguales entre si. También son iguales los trapecios C y D. La base menor de

los trapecios y el cateto menor de los tridngulos son iguales a 3 cm vy, por lo tanto,
deben coincidir al superponer el triangulo A al trapecio C y el tridangulo B al trapecio

D. ¢En qué consiste el secreto? No sera dificil descubrirlo si examinamos la fig. 161.
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Figura 161

La cuestidn consiste en que los puntos G, H y E no yacen es una misma recta, tg<
EHK = 8/3 y tg < HGJ = 5/2. Ya que 8/3 -5/2 > 0, entonces <EHK> <HGJ.

La linea GHE no es recta, sino quebrada. Por la misma razén, la linea EFC también
es quebrada. El area del rectdangulo obtenido es realmente igual a 65 cm2, pero en
él hay una abertura en forma de paralelogramo, cuya area es exactamente igual a 1
cm?. Como es facil ver, la anchura maxima de esta abertura esde 5 - 3 - (5 x 3)/8
= 1/8 centimetros. Resulta pues, que el picaro carpintero, de todas formas, tuvo que
enmasillar una pequefia rendija para hacer reparacién completa.

De las mismas partes A, B, C y D se puede componer otra figura mas (fig. 162). El
poligono KLGMNOFP puede ser descompuesto en dos rectdngulos de 5 x 6 cm?y un
rectdngulo pequefio de 3 x 1 cm?. Por lo tanto, el area total del poligono igual a 2 x
30 cm? + 3 cm? = 63 cm?. Pero sabemos que dicho poligono estd compuesto por las
partes A, B, C y D, cuya area total es igual a 64 cm®. La adivinanza de este sofisma
una vez mas consiste en que los puntos E, F, G y H no yacen en una linea recta. El

examen minucioso de este caso, se lo dejamos el lector.

98. La cuestion radica en que el tridngulo rectangulo pequeno no es isdsceles. Uno
de sus catetos es igual a 1 cm, el otro, como es facil determinar, igual a 8/7 cm,

La longitud de la base del rectangulo es igualnoa 9, sinoa8cm + 8/7cm =9 1/7
cm; su drea es de 7 cm x 9 1/7 cm = 64 cm? La contradiccién, por lo tanto, no

existe.

99. Un examen mas detallado de como la diagonal cruza las casillas del rectangulo
(fig. 54) demuestra que VRXS no es un cuadrado. Esto se puede confirmar haciendo
los siguientes calculos.

De los triangulos semejantes PQR y TQX, tenemos PR : QR = TX : QX y PR = TX x
QR/QX =11 x 1/ 13 = 11/13. Entonces, los lados del rectdngulo VRXS con iguales
al2cmy1111/13 cm, su édrea esiguala 12 cm x 11 11/13 cm = 142 2/13 cm?. El

area del tridngulo STU es igual al area del tridngulo PQR, o sea, 1/2 x 1 cm x 11/13
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cm = 11/26 cm?. De tal forma, el area de la figura es igual a 142 2/13 cm® + 2
11/26 cm? = 143 cm?.

100. El "sentido comun" nos induce a la siguiente respuesta: "iClaro que entre la
naranja y el aro se formara mayor espacio que entre la tierra y el aro! Puesto que
en comparacién con el perimetro de la tierra (40.000 km) un solo metro supone una
magnitud tan insignificante que su afiadidura pasara completamente desapercibida.
Otra cosa es una naranja: en comparacién con sus dimensiones, un metro es una
magnitud enorme y si se agrega al perimetro de la naranja serd muy perceptible".
No obstante, comprobemos nuestra deduccién mediante una a serie de célculos.
Sea el perimetro del globo terrestre igual a C y el perimetro de la naranja, a c
metros.

Entonces, el radio de la Tierra sera R = C/2n y el de la naranja, r= c¢/2n. Después
de afadir a los aros un metro, el perimetro del aro que cifie la Tierra serd C+1 y el
del aro que cifie la naranja ¢ + 1, sus radios seran respectivamente (C + 1)/2 ny (c
+ 1)/2 n. Si de los nuevos sustraemos los anteriores, obtendremos en ambos casos

un mismo incremento

C+l1 C 1

27 27 27 para la Tierra formula 9

c+l ¢ 1

27 27 27 para la naranja formula 10

O sea, en el caso de la Tierra y de la naranja el espacio formado sera el mismo,
1/2n, es decir, aproximadamente, 16 cm. Un resultado tan sorprendente es debido
ala

Constancia de la relacidn entre el perimetro de cualquier circunferencia y su radio.

Capitulo 11

Acertijos de Numeros
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101. Aqui no hay ninguna clase de truco, lo que si hay es un calculo matematico
correcto.

Para llegar de 5 a 9 se debe contar asi: 5, 6, 7, 8, 9. Entonces, para llegar de 9 a 5,
se debe pasar por los mismos numeros, 9, 8, 7, 6, 5 pero en orden inverso. Si
indicando el 9, decimos “cinco", después, indicando el 8, decimos “seis" y asi
sucesivamente, entonces llegando al nimero penado o sea, al 5, decimos “nueve".
Si yendo después por el circulo por la misma direcciéon anadiendo a “nueve” otros
12 ndmeros en orden consecutivo, llegaremos otra vez al mismo numero 5. Por lo
tanto, la cuestidon se reduce a una cuenta, yendo por el circulo en direccion contraria
al nUmero indicado 9, hasta 9 + 12, o sea, hasta 21.

Si por el contrario, el nimero pensado es 9 y el indicado es el 5, entonces, de 9 a 5,
contando en direccién directa yendo por el circulo en orden creciente de los
numeros) tendremos: 9, 10, 11, 12,12 + 1,12 + 2,12 + 3, 12 + 4, 12+5 o sea 17.
Por lo tanto, comenzando por el 5 se puede llegar al nimero pensado, 9 yendo en

direccién inversa y contando los mismos 5 + 12 = 17 ndimeros.

102. Supongamos que vuestro compafiero tiene en cada mano n cerillas (siendo n
>= b) y que se le propone pasar de la mano derecha a la izquierda a cerillas (a <
n). Entonces, hasta el momento en que pasé las cerillas de una mano a otra, en
cada mano tenia n cerillas; después del primer traspaso, en la mano izquierda tenia
n + a cerillas y n - a cerillas en la derecha; después del segundo traspaso, en la
mano izquierda tenia (n + a) - (n —-a) = 2a cerillas y en la mano derecha (n - a)
cerillas y, por ultimo, en la mano izquierda le quedan 2a cerillas y en la mano

derecha ninguna.

103. El nUmero de dos cifras puede ser presentado como 10a + b, donde 0 < a <=
9y 0 <b<=09, lacantidad de unidades.

La diferencia tiene la siguiente forma: 10a + b - (10b + a) = 9 (a - b), es decir, es
divisible por 9. Si esta diferencia es igual a 10k + | (k, | <= 9), entonces 10k + | =
9k + (k + 1) y por lo tanto, k + | = 9. O sea, la primera cifra de la diferencia se halla

sustrayendo de 9 la Gltima cifra que le comunican a usted.
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Por ejemplo, si se ha pensado en el nUumero 37, entonces tendremos 73 - 37 = 36.
El que penso el nimero le comunica la ultima cifra de la diferencia, o sea, 6. Usted
hallara la primera: 9 - 6 = 3.

Un ejemplo mas: 54 - 45 = 9. La ultima cifra es 9, entonces, la primera sera 9 - 9

= 0, o sea la diferencia es igual a 9.

104. El cociente es igual a la diferencia, indicada por usted, entre las cifras
extremas del numero escrito, multiplicada por 11. Por ejemplo, si el nUmero escrito

es 845, entonces,

845 — 548 = 279
279 :9 =33 = (8 - 5) x 11.

Para demostrar esta regla, observemos que cada numero de tres cifras se puede
presentar de de la forma 100a + 10b + ¢, siendo 0<a<=9 la cantidad de centenas,
b<=9 la cantidad de decenas y x<=9, la cantidad de unidades.

El nUmero con estas mismas cifras, pero en orden contrario, sera: 100c + 10b + a.
Sustrayendo el segundo numero del primero y dividiendo el resultado por 9,

tendremos:

(100a + 10b + c - (100c + 10b + a)/9 =99(a-¢c)/9 =11 (a- )

105. Por la solucién del problema anterior sabemos que la diferencia entre cualquier
numero de tres cifras y el nimero obtenido cambiando de lugar las cifras extremas,
siempre es divisible por 99. Como quiera que las cifras extremas se diferencian en
mas de una unidad, esta diferencia, obligatoriamente, serd un numero de tres

cifras, que puede ser expresado de la siguiente forma:

100k + 10l + m con (0<k<=9, m<=9),

entonces tendremos,
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100k + 101 + m = 99k + (101 + m + k).

Puesto que la diferencia es divisible por 99, entonces, la igualdad dada demuestra
que, obligatoriamente, 10l + m + k = 99, de esto se deduce que |l =9y m + k = 9.
El nimero obtenido mediante la permutaciéon de las cifras extremas se expresa de la

forma

100m + 10l + k

y la suma es igual a

100k + 101 + m + 100m + 10l + k =
=100(k + m) + 201 + (m + k) =
=100 x9 +20 X 9 +9 =
= 1089.

106. Con el nUmero pensado n se realizan las siguientes operaciones:

nx2+5=2n+5
(2n +5) x 5 = 10n + 25
10n + 25 + 10 = 10n + 35
(10n + 36) x 10 = 100n + 350
100n + 350 - 350 = 100n
100n/100 = n

O sea, siempre se obtiene el numero pensado. Examinando la resolucién de este
problema, no es dificil ver que puede tener cualquier nUmero de modificaciones, Asi
por ejemplo, si se quiere que en el resultado el nimero de centenas siempre
exprese el nUmero pensado y que siempre sea preciso multiplicar todo por 2, 6

y 10, pero sustraer no 350 como en problema expuesto, sino otra cifra, entonces,
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deberd tenerse en cuenta como resulté en este problema el numero 350. Este
numero resultd de la siguiente forma: se sumod 5 y es multiplicé por 5,

En total 25: a este niUmero se le anadid 10, resulté 35: multiplicando este ultimo
nimero por 10, obtenemos 350. Por lo tanto, si se quiere sustraer del resultado
final, en lugar de 350 otro nimero, entonces se solicita sumar no 5 y 10, sino otros
numeros. Pedimos, por ejemplo, en lugar de 5 afadir 4 y en lugar de 10 afiadir 12,
En este caso, es evidente que del Ultimo nimero obtenido deberemos sustraer 320
(4 x5 =20; 20 + 12 = 32; 32 x 10 = 320) y entonces, obtendremos un residuo,
cuya cantidad de centenas nos dara el nimero pensado.

De tal forma, estos problemas se pueden variar infinitamente.

Del memo modo, es facil ver que multiplicando el nimero pensado por 2, por 5y
por 10, de hecho, lo multiplicamos por 100 (2 x 5 x 10 = 100).

Por consiguiente, si de todas formas queremos que la cantidad de centenas en el
resultado final indique el numero pensado, lo mismo da qué factores elegir; lo
principal es que el resultado de la multiplicacién por esos factores dé el resultado
final multiplicado por 100. De esto se deduce que conservando los mismos factores
2, 5y 10, es puede variar su orden, es decir, primero multiplicar, digamos, por 5,
después por 10 y finalmente por 2, etc.

En lugar de los lectores 2. 5 y 10 se pueden tomar otros, que den multiplicados
100, por ejemplo: 5, 4, 5 o bien 2, 2, 25 u otros cualesquiera. Pero, vale recordar
gue a estos cambios de factores y numeros que afadimos, corresponde el cambio
del nimero que, al fin y al cabo, debemos hallar. Asi, por ejemplo, vamos a
multiplicar por 5, 4, 5 y afadir los nimeros 6 y 9 y supongamos que el nimero
pensado es el 8.

Multiplicando por 5, obtenemos 40; sumando 6, obtenemos 40 + 6 = 46;
multiplicando por 4, obtenemos 160 + 24 = 184; sumando 9 obtenernos 160 + 33
= 293: multiplicando este niumero por 5, obtenemos 800 + 165=965, es decir, para
obtener una cantidad de centenas, que correspondan al nimero pensado, en este
caso, es preciso sustraer 165 (6 x4 = 24,24 + 9 = 33, 33 x 5 = 165).

También se puede tomar en lugar de 100, otro nimero cualquiera y obrar de tal
forma que este numero esté contenido en el residuo de la Ultima sustraccién, tantas

veces, cuantas unidades contiene el nimero pensado. Por ejemplo, tomamos el
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nimero 24, que puede ser expresado por los factores 2, 3, 4 (2 x 3 x4 =24)y
sean los nimeros a sumar 7 y 8.

Supongamos que el nimero pensado es el 5. Entonces, duplicandolo obtenemos 10,
sumando 7, tememos 10 + 7 = 17; triplicando hallamos (10 + 7) x 3 = 30 + 21 =
51; sumando 8, obtenemos 30 + 29 = 59; multiplicando el Gltimo numero por 4,
obtenemos 120 + 116 = 236, Sustrayendo de este nimero 116, nos quedan 120.
En este ultimo, el niumero 24 a contenido 5 veces, o sea, nos resulta 5 que es,
precisamente, el nUmero pensado.

Se pueden también tomar dos factores, en lugar de tres y, en lugar de dos
numeros, anadir solamente uno, entonces, la cantidad de decenas que contiene el
nimero obtenido después de realizar las operaciones aritméticas conforme a los
ejemplos anteriores, nos dara el numero pensado.

Se pueden tomar cuatro, cinco, seis, etc. factores, sumar una cantidad
correspondiente de cifras (tres, cuatro, etc.), después, obrando como en los casos
anteriores, averiguar el numero pensado.

Claro esta, que en lugar de sumar cifras se pueden restar y al final, en lugar de
sustraer, sumar el numero conocido. Asi, por ejemplo, valiéndonos de las cifras,
dadas en el primer ejemplo y considerando que el nimero pensado es el 12
tenemos: duplicando el numero pensado, obtenemos 24; sustrayendo del
resultado 5, tendremos 24 - 5; multiplicando por 5, nos queda 120 - 25; sus-
trayendo 20, resulta 120 - 35; multiplicando por 10, obtenemos 1200 - 350. En
este caso, en lugar de sustraer es preciso sumar 350 y, entonces, resulta 1200, o
sea, un numero, cuya cantidad de centenas (12) corresponde al nUmero pensado.
En una palabra, el lector puede variar y cambiar la forma de a los problemas a su

gusto.

107. A primera vista el secreto de la adivinanza parece ser simple: prestar atencion
a las cifras inscritas en el ultimo renglén. Si las dices, por ejemplo, que

el numero pensado esta inscrito en la 2%, 3 y 5% columnas, contando de derecha a
izquierda (o en la 2% 3% y 5% varillas del abanico) entonces, sume los nimeros
inscritos en el ultimo renglon de estas columnas, y obtendra 22 (2 + 4 + 16) y se

convencera de que fue pensado precisamente éste y no otro numero.
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Otro ejemplo, el nUmero 18. Lo hallara en la 2° y 5% columnas. En el ultimo renglén
de estas columnas estan inscritos los nimeros 2 y 16, cuya suma da 18.

¢Cémo, pues, componer una tabla semejante?

Si escribimos una serie de nUmeros, comenzando por 1, tales que cada uno de ellos
sea dos veces mayor que el anterior, es decir, 1, 2, 4, 8, 16, 32..., entonces, esta
serie tendra una propiedad admirable, que consiste en que cada numero entero
positivo puede ser obtenido mediante no mas de un procedimiento, o sea, como
resaltado de la suma de ciertos términos de esta serie.

Por ejemplo, 27 = 16 + 8 + 2 + 1. Para componer la tabla hemos tomado
solamente los términos iniciales de la serie: 1, 2, 4, 8, la (2° 2%, 22, 23, 2%) cuya
suma puede darnos todos los nimeros de 1 a 31 (= 2° - 1).

A cada uno de ellos se encuentra vinculada una columna de la tabla (véase el ultimo
renglén). Aprovechando la propiedad sobre la serie de potencias del dos antes
indicada, inscribimos cada numero entero en aquellas columnas, en cuya base
(ultimo rengldn) se hallan las potencias del dos y cuya suma nos da este numero.
Asi, el numero 27 debera ser inscrito en las columnas con las potencias en la base
1, 2, 8, 16. Ahora queda claro, por qué para averiguar es suficiente sumar los
numeros, inscritos en la base de cada columna. Se puede aprovechar esta
propiedad de las potencias del dos para designar niumeros. Escribimos para este
nimero una sucesiéon de 0 y 1, tal que en el primer puesto a la derecha tengamos
1 6 0 en dependencia si esta inscrito este nUmero en la primera columna de la tabla
o no; en el segundo puesto, lo mismo, 1,6 0 en dependencia si esta inscrito nuestro
numero en la segunda columna y asi sucesivamente. Por ejemplo, el nUmero 27 se
expresa mediante este procedimiento, de la siguiente forma: 10111: el nUmero 12
asi, 01100. Acordamos no escribir los ceros, situados a la izquierda, entonces, para
el numero 12 obtenemos la expresién 1100.

Este procedimiento de inscripcidén se llama sistema binario de representacion de los
ndmeros.

Para representar un numero por este procedimiento, no es imprescindible tener la
tabla a la vista. Basta con expresar un numero entero en forma de suma de las

potencias del dos y en los lugares cuyos nimeros (contando de derecha a izquierda,
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comenzando por el 0) intervienen en esta representacion, escribir 1 y en los puestos

restantes, O:

NUumero Representacién binaria
2=2! 10
3=2"+2° 11
5=2%+2° 101
19 =2%+ 21 + 2° 10010
134 = 27 + 2% + 2! etc. 10000110 etc.

El sistema binario es muy cdmodo para representar numeros en las computadoras,
ya que para escribir (representar) cualquier niumero, basta con dos signos, 0, 1.
Mientras que en el sistema decimal, para ello seria necesario, 10 signos: 0, 1, 2,
...9.

108. Si se ha pensado el nUmero par 2n, entonces realizando con él la sucesion de

operaciones indicadas, obtenemos

2nx3=6n,6n/2=3n,3nxXx3=9n,9n/9 = n

Duplicando el cociente n, obtenemos el nimero pensado, 2n.
Comprobemos la regla para el hallazgo del nUmero pensado en el caso general. Si
se ha pensado un numero par, la comprobaciéon ya estd hecha. Ahora supongamos

gue el numero pensado es impar, 2n + 1. Entonces

(2n+1)x3=6n+ 3

Puesto que este numero no es divisible por 2, entonces, sumando 1, hallamos que
6n +3 + 1 = 6n + 4. Dividiendo este nimero por 2, obtenemos 3n + 2. Luego (3n
+2)x3=9n + 6.

El cociente de la divisién de 9n + 6 por 9 es igual a n (el resto es igual a 6).

Duplicando este cociente y afiadiendo 1, hallamos el nimero pensado 2n+1.
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109. Cualquier nimero puede ser representado en una de las siguientes formas: 4n,
4n + 1, 4n + 2 4n + 3, donde la letra n debera tener las valores 0, 1, 2, 3,4, etc.
1) Tomamos primero el numero 4n y realizamos con €l las operaciones antes

indicadas. Obtenemos:

4n x 3 = 12n,
12n/2 = 6n
6n x 3 = 18n
18n /2 =9n
9n /9 =n
4Xxn=4n

2) para el nUmero 4n + 1, tenemos
(4n+1)x 3 =12n + 3,
(12n+ 3+ 1)/2=6n+2
(bn+2)x3=18n+6
(18n+6)/2=9n+ 3
9n /9 =n
El cociente de la divisién de 9n + 3 por 9 es igual a n, valiéndonos de la regla
averiguamos el niumero 4n+1.
3) Para un numero pie la forma 4n + 2, tenemos
(4n + 2)x 3 =12n + 6,
(12n +6)/2=6n+3
(bn+3)x3=18n+9
(18n+9+1)/2=9n+5

El cociente de la division de 9n+5 por 9 es igual a n, afadiendo a 4n la cifra 2 (la
divisién sin resto no se cumplia sélo la segunda vez) obtenemos el nimero pensado
4) Para el numero de la forma 4a+3, tenemos

(4n + 3)x3 =12n + 9,

(12n+9+1)/2=6n+5

(6n + 5) x 3 = 18n + 15
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(18n+15+1)/2=9n+8

El cociente de la divisidon de 9n + 8 por 9 es igual a n. Obrando con él conforme se
indica en las condiciones, obtenemos el nUmero pensado 4n + 3.

Asi pues, siempre resulta el nUmero pensado.

111. Dirigiéndonos a la solucion del problema 109, hallamos que para los nUmeros
de la forma 4n, el resultado final del calculo nos da 9n, o sea, un numero multiplo
de 9. Por consiguiente, la suma de las cifras de este nUmero debe dividirse por 9 vy,
por lo tanto, deducimos que la cifra, para nosotros desconocida, es tal que
sumandola con lea demas cifras conocidas, debemos obtener un numero divisible
por n (o sea, multiplo de 9). Si la suma de las cifras conocidas a multiplo de 9,
entonces, la cifra desconocida también es 9, ya que por las condiciones sabemos
gue no es cero.

Para numeros de la forma 4n + 1 el resultado de los calculos es 9n + 3, afladiéndole
6, obtenemos un nimero multiplo de 9, o sea, es multiplo de 9 también la suma de
sus cifras.

Para nimeros de la forma 4n + 2 el resaltado de los calculos es 9n + 5; afiadiendo
4, obtenemos un numero multiplo de 9, por lo tanto, también la suma de sus cifras
debe ser multiplo de 9.

Por Ultimo, para numeros de la forma 4n + 3 el resultado final de los calculos nos
da 9n+8. Anadiendo 1, hallamos un numero multiplo de 9. La suma de sus cifras
también deberd ser multiplo de 9.

En resumen, las reglas antes indicadas son correctas.

112. SI con cualquiera que sea numero n se realiza una serie de multiplicaciones y

divisiones, se obtiene un resultado de la forma

abc...
ghk...

Si realizamos las mismas operaciones con el nimero p, obtenemos un resultado
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De la forma

0 abc...
ghk...

Ambos resultados, divididos el primero por n y el segundo por p, nos daran,

abc... abc...
l6gicamente, un mismo nimero 9K 0 sea, conociendo el nimero K-
abc...
+n
y la suma ghk... , basta con sustraer el primero del segundo para obtener el
ndmero n.

Estad claro que este problema se puede presentar de diversas formas, ya que, en
primer lugar, se puede dividir y multiplicar por cualesquiera nimeros y, en

segundo lugar, en vez de multiplicar y dividir alternativamente, se puede primero
multiplicar dos, tres, etc. veces consecutivas y luego otras tantas veces dividir, o
viceversa. Sabiendo el Ultimo cociente también se puede cambiar la suma por resta,
si es que el numero pensado resulta menor que el uUltimo cociente obtenido, o

utilizar otras variantes.

113.

I. Supongamos que los numeros pensados sola a, b, ¢, d, e. Tenemos dadas las
sumasa+b,b+c,c+d, d+ e e+ a. Adicionando las sumas que ocupan lugares
impares, obtendremos a+ b + c + d + e + a y adicionando las que ocupan lugares
pares, b + ¢ + d +e.

Sustrayendo de la primera adicidon la segunda, obtenemos 2a. La mitad de esta
cantidad corresponde al primero de los numeros pensados, a. Sustrayendo a de a +
b, hallaremos b y asi sucesivamente.

II. Supongamos que los nimeros pensados son a, b, ¢, d, e, f. Tenemos dadas las
sumasa + b, b+c¢c,c+d,d+ e e+ f f+ b. Las sumas que ocupan lugares
impares, a excepcion de la primera, nos dan c + d + e + f. Las sumas que ocupan

lugares pares, nosdanb + c + d + e + f + b. La diferencia entre esta ultima adicion
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y la anterior es igual a 2b; la mitad de esta cantidad corresponde al segundo
nimero pensado, b. Los otros nimeros son ya faciles de hallar.

Estos problemas también se pueden resolver mediante otros procedimientos, de los
cuales indicaremos los siguientes.

Supongamos que la cantidad de nUmeros pensados es impar.

Adicionando todas las sumas dadas y dividiendo el resultado obtenido en dos
mitades, hallamos la suma de todos les nimeros pensados. Si se ha pensado una
cantidad par de niumeros, entonces, adicionamos todas las sumas dadas, menos la
primera, el resultado lo dividimos en dos mitades y obtenemos la suma de todos los
numeros pensados, menos el primero. En este caso, sabiendo cual es la suma de
todos los numeros pensados, es facil hallar cada numero por separado.
Supongamos, por ejemplo, que se han pensado los nimeros 2, 3, 4, 5, 6. Entonces,
las sumas dadas son: 5, 7, 9, 11, 8. Sumando estos numeros obtenemos 40. La
mitad de éste ultimo (20) es, precisamente, la suma de todos los ndameros
pensados.

Sabiendo ahora que la suma del 2° y 3° nimeros pensados es 7 y que la suma del
4° y 5° nimeros es 11, sustraemos 7 + 11 = 18 de 20 y obtenemos el primer
numero pensado 2, y asi sucesivamente.

De la misma forma se debe obrar en aquellos casos cuando la cantidad de nameros
pensados es par.

Se pueden averiguar los nUumeros también de la forma siguiente. Si alguien pensé 3
numeros, pedirle que comunique el resultado de las somas de dos en dos nimeros
conforme fue explicado antes, si pensd 4 numeros, solicitarle sumarlos de tres en
tres y que comunique cada suma; si pensd 5 numeros, pedirle que los sume de
cuatro en cuatro y que diga cada suma, y asi sucesivamente. A continuacién, para
averiguar los nUmeros pensados, es preciso atenerse a la siguiente regla general.
Todas las sumas conocidas se deben adicionar y luego dividir el resultado de la
adicion por un numero en una unidad menor que la cantidad de niumeros pensadas.
El cociente obtenido corresponde a la suma de todos los numeros pensados.
Después de esto, ya no es dificil hallar cada nimero por separado. Supongamos,
por ejemplo, que se han pensado los nimeros 3, 5, 6, 8. Las sumas de tres en tres
nimerosseran 3 + 5+ 6 =14;5+6+8=19; 6 + 8+ 3 =17; 8 + 3+ 5 = 16.
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Adicionando todos los resultados de estas sumas, obtenemos 66. Dividiendo este
ultimo resultado por 3 (es decir, por un nimero. en una unidad menor que la
cantidad de numeros pensados) obtenemos 22, lo que corresponde a la suma de
todos los nimeros pensados. Si, ahora sustraemos 14 de 22, obtenemos el Uultimo
numero pensado (8); sustrayendo 19, hallemos el primero (3) y asi sucesivamente.
Comprender y demostrar este procedimiento no es dificil.

Le dejamos el lector la demostracion de que el caso cuando la cantidad de nimeros
pensados es impar no se pueden tomar las sumas de estos niumeros por pares, de
tal forma que la ultima suma estd compuesta por el Ultimo y primero numeros
pensados, sino que obligatoriamente se deben sumar el Ultimo y segundo numeros

pensados.

114. Las operaciones que en este caso se realizan con el nimero pensado n se
pueden expresar de la siguiente forma: (na + b)/c, a su vez, esta expresion se
puede representar de la forma na/c + b/c. Es evidente que sustrayendo n(a/c),

obtenemos de reato b/c.

115. El nUmero que se multiplica por 2 siempre da un producto par. Por lo tanto, la
suma de los productos de ambas multiplicaciones puede ser par o impar en
dependencia a si es par o impar el producto de la otra multiplicacién. Pero si el
numero (multiplicado) se multiplica por un factor impar, entonces, el producto sera
par, si es par el multiplicando e impar, si el multiplicando es impar. O sea, por la
suma de los productos de las dos multiplicaciones se puede saber si es par o impar

aquel nUmero que se multiplica por un factor impar.

116. Supongamos que A y B son dos numeros primos entre si y que, a y ¢ son otros
dos numeros también primos entre si, ademas, A es multiplo de a. Después de
realizar las multiplicaciones correspondientes puede resultar la suma Ac + Ba, o
bien, Aa + Bc. Es evidente que la primera es divisible por a, mientras que la
segunda, no. Por lo tanto, para saber si B fue multiplicado o no por a, basta con
determinar si se divide o no por a la suma obtenida por los participantes después de

realizar las correspondientes multiplicaciones y adiciones.
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117. Supongamos que los numeros pensados son a, b, ¢, d.... Con ellos realizamos

las siguientes operaciones, con los dos primeros numeros:
(2a + 5) x5 = 10a +25,
10a + 25 + 10 = 10a + 35

10a+35+b=10a+ b + 35

con el tercer numero:
(10a + b + 35)x 10 + c = 100a + 10b + c + 350
con el cuarto numero:
100a + 10b + c + 350) x 10+ d = 1000a + 100b + 10c + d + 3500

Y asi sucesivamente.
De aqui queda claro que sustrayendo del resultado 35, 350, 3500, en independencia

a la cantidad de numeros pensados, obtenemos un residuo con todos la niumeros

pensados, contando de izquierda a derecha.

Capitulo 10

Juegos con Numeros y Objetos

1= 5\/§ — 5575
118. 5 formula 11

119. 2= (5 + 5)/5

120. 4 = 5 - (5/5)
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121.5=5+5-5=5x (5/5)

0=5><(5—5)=E=5\/5—5 =(5-5)°
122. S

féormula 12
123. Este problema es mas complicado que los anteriores. He aqui algunas de sus
soluciones:

31=3*+3+3/3

31=33-3+3/3

31 =33-(3+ 3)/3

124.100 =5x (-2 + +4) x (1 + 2 + 7)

125. Para salir vencedor hay que procurar pronunciar primero el nimero 89. Esta
claro que el que pronuncia este niumero gana pues, independientemente de la cifra
gue afiada su competidor (diez o menos), inmediatamente puede encontrar la cifra
correspondiente, cuya adicién a la suma obtenida por su competidor da como
resultado cien y con ello la victoria.

Pero para conseguir con seguridad pronunciar el primero "89" y después "100", es
preciso asimilar las siguientes reglas sencillas.

Si comenzamos a sustraer de cien, de a once en once, hasta que sea posible,
obtendremos una serie compuesta por las siguientes nimeros: 89, 78, 67, 56, 45,
34, 23, 112, 1. O si la escribimos en orden creciente, sera 1, 12, 23, 34, 45, 56, 67,
78, 89.

Recordar estos numeros es muy facil: basta con tomar el niumero limite, o sea, 10 y
afnadir a él 1 obtendremos 11. Después, tomar este niumero y todos los que de la
multiplicacion de 11 por 2, por 3, por 4, ..., por 8, obtendremos 11, 22, 33, 44,55,
66, 77, 88; si a continuacidn aumentamos cada uno de ellos en una unidad y
comenzamos por esta unidad la nueva serie, obtendremos la misma serie de
numeros que ya antes habiamos hallado: 1, 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78, 89.

Ahora queda claro que si usted pronuncia "1", independientemente de la cifra

(conforme a la condicién, no superior a 10) que pronuncie su competidor, nunca le
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impedird pronunciar a continuacién "12"; del mismo modo, siempre podra
pronunciar 23 y luego 34, 45, 56, 67, 78 y 89.

Después que pronunciéis "89", sea cual sea el nUmero (no superior a 10) que afiada
su competidor, usted expresara "cien" y ganara.

De lo dicho queda también claro que si ambos participantes conocen el secreto,
ganara siempre aquel, quien pronuncie primero "uno", o sea, quien comience el

juego.

126. Si ha asimilado bien la solucion del problema anterior, entonces, no le sera
dificil ver cdmo se debe obrar en cada caso concreto.

Supongamos, por ejemplo que el numero acordado, por ejemplo, es 120 y que la
cifra maxima que se puede agregar, como en el problema anterior, es 10. Entonces,
esta claro que tendran que tenerse en cuenta los nUmeros 109, 98, 87,

76, 65, 54, 43, 32, 21, 10, o sea, comenzando desde 10, todos los numeros
multiplos de 11 aumentados en 10 unidades. De esto se desprende que el que
conoce la solucion de este problema ganara siempre que comience el juego.
Supongamos, por ejemplo, que el niumero acordado es 100, pero que el numero
maximo a sumar no es 10 como antes, sino 8. Es este caso hay que tener en cuenta
los numeros 91, 82, 73, 64, 55, 46, 37, 28, 19, 10, 1, o sea, comenzando por la
unidad, todos los nimeros multiplos de 9 aumentados en una unidad. También en
este caso el que conoce el secreto siempre gana si él comienza el juego.

Pero si se acuerda que la cifra maxima a afiadir es, por ejemplo, el 9, entonces, los
numeros que se deben tener en cuenta seran: 90, 80, 70, 60, 50, 40, 30, 20, 10.

Y en este caso, el que comience el juego puede perder, si es que el otro jugador
conoce el secreto, ya que independientemente de la cifra que pronuncia el primero,
el segundo, afadiendo a la suma una cifra correspondiente, siempre puede

pronunciar 10, 20, etc., todos los niumeros hasta 100.

127. Se pueden traspasar las cerillas asi: la4°ala 1% la7ala 3% la5%ala 9’ la
6°ala 2% la8¥ala10® o de otra forma: la 7% ala 10% la4°ala 8% la 6° ala 2° la

1°ala 3% la 5% a la 9°.
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128. Si enumeramos las cerillas situadas en fila por 1, 2, 3,..., 15, entonces, el
problema se resuelve mediante los siguientes 12 traspasos: la 2° ala 6° la 1% a la
6% la8%alal2® la7®ala12% la9®ala5? la10®alab’? la4° entrela 5%y 6° la
3% entre la 52 y la 6% la 11 entre la 5% y la 67, la 13° al sitio correspondiente al

numero 11, 14® el mismo sitio, la 15% al mismo sitio.

129. Para demostrar un traspaso correcto de los discos, primero numeramos estos
discos con las cifras 1, 2, 3, ... 7, 8, comenzando por el disco de menor didmetro y

después mostramos el procedimiento utilizando la tabla dada a continuacion.

Palillo A Palillo Auxiliar Palillo B
Antes de comenzar 1,2,3,4,5,6,7,8 - -
Traspaso N° 1 2,3,4,5,6,7,8 1 -
Traspaso N° 2 3,4,5,6,7,8 1 2
Traspaso N° 3 3,4,5,6,7,8 - 1,2
Traspaso N° 4 4,5,6,7,8 3 ,2
Traspaso N° 5 1,4,5,6,7,8 3 2
Traspaso N° 6 1,4,5,6,7,8 2,3 -
Traspaso N° 7 4,5,6,7,8 3 1,2
Traspaso N° 8 5,6,7,8 1,2,3 4
Traspaso N° 9 5,6,7,8 2,3 1,4
Traspaso N° 10 2,5,6,7,8 3 1,4
Traspaso N° 11 1,2,5,6,7,8 3 4
Traspaso N° 12 1,2,5,6,7,8 - 3,4
Traspaso N° 13 2,5,6,7,8 1 3,4
Traspaso N° 14 5,6,7,8 1 2,3,4,
Traspaso N° 15 5,6,7,8 - 1,2,3,4

Por la tabla vemos que al palillo auxiliar, cuando esta libre, se pasan solamente
discos con numeros impares (1, 3, 5, etc.) y el palillo B sélo pares. Asi, pues, para
pasar los cuatro discos superiores fue preciso primero traspasar los tres primeros el

palillo auxiliar, lo que, como vemos en la tabla, exigio siete traspasos por separado:
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después fue traspasado el cuarto disco el tercer palillo (un traspaso mas) y, por fin,
los tres discos superiores del segundo palillo fueron traspasados el tercero y
colocados sobre el cuarto disco (durante estos traspasos el palillo I desempefaba el
papel de auxiliar) lo que otra vez exigio siete traspasos por separado.

O sea, en general, manteniendo las condiciones dadas, para pasar de una columna
de n cualesquiera discos, situados en vertical en orden decreciente, es preciso,
primero traspasar n-1 discos superiores de dicha columna a uno de los palillo libres,
luego pasar la base, o sea, el enésimo disco a otro palillo libre y por ultimo, pasar
todos los n - 1 discos al palillo en que se halla el enésimo disco.

Designando la cantidad indispensable de traspasos con la letra P y la cantidad de

discos mediaste la letra n, tenemos,

Pn = 2Pn-1 + 1.

Reduciendo el valor de n hasta la unidad y realizando la sustitucidn, hallamos con
facilidad

P,=2"1 +2"2 4 4+ 234 224+ 214+ 20,

O sea, obtenemos la suma de una progresién geométrica, la cual nos da

Pn=2n_1.

De este modo, para el caso de la piramide, juguete de ocho discos, es preciso
realizar 28 - 1 o sea 255 traspasos de los discos por separado.

Supongamos que el traspaso de un disco dura solamente un segundo, entonces.
para traspasar una piramide de 8 discos, seran necesarios mas de 4 minutos. En lo

que se refiere al traspaso de una torre de 64 discos, para ello se necesitaran

18 446 744 073 709 551 615 segundos.

Lo que equivale a mas de cinco mil millones de siglos.
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130. Inesperadamente la respuesta resulta relacionada con el sistema binario de
representacién de numeros (véase la solucidn del problema 107. Representamos

cada uno de los numeros 12, 10, 7 en el sistema binario:

12 - 1100
10 - 1010
7-111

En cada columna de la tabla resultante, a excepcidon de la extrema a la derecha, hay
dos unidades. Durante la primera jugada, el jugador A obra de tal forma que en

cada columna queden dos unidades o ninguna:

12-1100
10-1010
6-110

Con su jugada, el jugador B perturba esta propiedad mientras que el jugador A la

restablece nuevamente:

1-1
7-111
6-110

Si seguimos el juego con atencién veremos que cada jugada, con que responde el
jugador A, restablece la propiedad indicada de la tabla, perturbada antes por el
jugador B, o sea, que en cada una de sus columnas haya una cantidad par de
unidades.

Denominaremos regular un sistema de tres numeros enteros no negativos, si
después de la representacidon de cada uno de ellos por el sistema binario, cualquier
columna contiene una cantidad de unidades par e irregular, en el caso contrario.

Es facil ver que un sistema regular, después de cualquier jugada, se transforma en

irregular y que cualquier sistema irregular, mediante una jugada irregular y que
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cualquier sistema irregular, mediante una jugada, siempre se puede transformar en
regular. Para demostrarlo elegimos la columna situada mas a la izquierda, cuya
cantidad de unidades es impar, y los nUmeros que en dicha columna contienen la
unidad los cambiamos por otros menores, de tal forma que resulte un sistema
regular. Esto, por lo visto, siempre es posible.

Si el sistema inicial de niumeros es irregular (como en nuestro ejemplo) entonces, el
gue comienza el juego siempre lleva ganancia. Para ello deberd, cada jugada, hacer
una composicidn regular de los numeros. Si, el contrario, el sistema inicial es
regular (por, ejemplo 12, 10, 6 6 13, 11, 6) entonces, su competidor, si conoce el
secreto del juego, ganara siempre, por mucho que usted se esmere en jugar. En
este caso, conviene realizar jugadas arbitrarias con la esperanza de que su
competidor se equivoque y después de su jugada el sistema se transforme en
irregular. Entonces arrebatarle la iniciativa y llevar el juego hasta su final, victorioso
para usted.

Se puedes distribuir las cerillas en 4, 5 y mas montoncitos.

Usted ganara si juega de tal forma que, después de cada jugada suya, en cada

columna haya una cantidad par de unidades.

Capitulo 11

El Domind
132. Todo consiste en que preparandose para “adivinar" y cuando se dan vuelta
"boca abajo” las fichas del domind, trece de ellas deben colocarse en el orden que

demuestra la fig. 163.
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Figura 163

Como vemos, esta final de fichas representa una serie de los primeros doce

numeros naturales, mas el cero
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12,11, 10,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0

y esta niumeros van en orden decreciente. A la derecha de dicha final se colocan
(también 'boca abajo") otras doce fichas en cualquier orden. Si ahora usted se retira
a otro local y alguien traspasa de derecha a izquierda cierta cantidad (menor que
doce) de fichas vy las situa de tal forma que sigan a la izquierda después de la (6,6)
entonces, al regresar, si descubre la ficha situada en el centro de la fila (o sea, la
13% contando de izquierda a derecha) en ella vera precisamente tantos puntos,
cuantas fichas fueron traspasadas en su ausencia.

Por qué resulta asi es facil comprenderlo. Cuando usted retira a otro local, ya sabe
que en el centro de la fila estd la ficha blanca, o esa (0-0). Supongamos que
durante su ausencia se traspasd de derecha a izquierda una ficha. éEntonces, qué
ficha se hallara ahora en el centro de la final? Naturalmente que (0-1), es decir, la
"cero - uno". Si se traspasan dos fichas en el centro de la final se hallara la ficha
con dos puntos; si se traspasan tres, la ficha con tres puntos, etc. En una palabra,
la ficha mediana le mostrard, sin falta, la cantidad de fichas del dominé traspasadas
de derecha a izquierda. (Debemos recordar que se pueden traspasar no mas de 12
fichas).

El juego se puede proseguir. Otra vez retirarse a otro local proponer a alguien
traspasar del extremo derecho de la fila al izquierdo otras cuatro fichas. Al regresar
al local, descubrira la ficha que indica la cantidad traspasadas de las mismas. Esta
ficha ahora se sitla a la derecha de la mediana y para hallarla serd preciso contar

de la mediana, tantas fichas, cuantas fueron traspasadas la vez anterior.

133. La suma de todos los puntos es igual a 168.

Convencerse de ello es posible realizando el céalculo directo, o sea, sumando los
puntos ficha por ficha. Pero esto es aburrido y requiere mucho tiempo. Por lo tanto,
obraremos de otra forma.

Supongamos que tenemos a muestra disposicién dos juegos de domind. Dividimos
las 56 fichas en 28 pares, cada uno compuesto por dos fichas de diferente juego v,

ademas, tales que la suma de los puntos en cada dos cuadrados de diferentes fichas
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sea igual a 6. Por ejemplo: (3, 5)y (3, 1),(6,4)Y (0, 2).(0,6)y(6,0)), (3, 3)y
(3, 3) y asi sucesivamente. Esto, como es ldgico, resulta facil. Entonces, la suma de
puntos en cada par de fichero sera igual a 12 y, por lo tanto, la suma de puntos en
los dos juegos del domind sera igual a 28 x 12 = 336. Por consiguiente, las fichas
de un solo juego contendran en suma dos verse menos puntos, o sea, 168.

Comparar esta solucion con el problema 38.

136. Supongamos que dicho cuadrado se puede construir. Entonces, trazamos tres
lineas rectas, paralelas a la base de este cuadrado, que dividan los lados del mismo

en cuatro partes iguales.

Figura 164

Conforme a las condiciones dadas, cada una de estas rectas debe cruzar por lo
menos una ficha del domind. Pero sobre cualquiera de estas rectas yace una
cantidad par (4, 8 o 12) de cuadrados pequefios, iguales a la mitad de una ficha.
Por lo tanto, cada recta cruza una cantidad par de fichas, lo que significa, no menos
de dos. De tal forma, las rectas trazadas cruzan no menos de seis fichas. Si de
forma analoga trazamos ahora tres rectas, paralelas a los lados del cuadrado,
entonces, también ellas deberan cruzar lo memos de seis fichas. Pero como ni una
ficha puede ser cruzada por dos rectas, en nuestro cuadrado debe haber por lo

menos 12 fichas, lo que es imposible.
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137. Construir un cuadrado, observando las condiciones dadas, es imposible. La
demostracidén es exactamente la misma que para el problema anterior. Es preciso

trazar cinco rectas, paralelas a los lados del cuadrado y cinco, paralelas a la base.

138. Construir un rectangulo asi es posible. Una de las construcciones se muestra
en la fig. 164.

Capitulo 12

El Juego de Damas

139. El problema se resuelve haciendo en 24 jugadas las siguientes transferencias

de las fichas de una casilla a otra:

delab6ala5,dela2ala4d4,delad4alal
delad4alab6,delalala2, dela2alaéd
dela3alad4,dela3alal,dela3ala2
dela5ala3,dela5ala3,dela5ala3
dela7alab5,dela7alab,dela7alab
dela8ala7,dela9ala77,delab6ala?
dela6ala8 dela8ala9 , delad4alab
delad4ala6,delabala8, dela3ala4.

140. La posicidén inicial de las fichas se muestra en la figura 165
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Primera transferencia. A la izquierda tenemos dos casillas libres, pasamos a ellas las
fichas 6 y 7. Resulta una distribucion como en la fig. 166.

Segunda transferencia. Pasarnos las fichas 3 y 4 a las casillas libres y obtenemos la
posicion dada en la fig. 167.

Tercera transferencia. Pasamos las fichas 7 y | a las casillas libres, lo obtenido se

muestra en la figura 168.

Fig. 168

Cuarta transferencia. Por uUltimo pasamos a las casillas libres las fichas 4 y 8 y, con
ello, obtenemos la posicion exigida: se hallan en fila, una tras otra, cuatro fichas

negras y cuatro blancas (fig. 169).
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De esta distribucién de las fichas se puede regresar a la posicién inicial, realizando
otras cuatro transferencias. Le dejamos el lector la resolucion de este ejercicio

inverso. Ahora ya no le sera dificil.

10(11(1(2|3|4|5|6|7 |89 12

10111 (2|3 |4|5|6 917 (8|12

10111 45162397 8|12

1011|1624 |5 3197812
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Figura 174
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Figuras 175y 176

141. La posicién inicial de las fichas se muestra en la fig. 170. En la fig. 171 se dan

loe traslados consecutivos de las fichas a realizar, que son:

1. se pasan a las casillas libres las fichas 7 y 8
2. se pasan a las casillas libres las fichas 3y 4
3. se pasan a las casillas libres las fichas 6 y 9.
4. se pasan a las casillas libres las fichas 9y 1
5

por ultimo, se pasan a las casillas libres las fichas 4 y 10.
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142. La distribucidén inicial se da en la fig. 65. Las transferencias consecutivas se
dan en la fig. 172.

143. La distribucién inicial de los peones se da en la fIg. 65. Seis transferencias
consecutivas es dan en la fig. 173. Después de ellas no sera ya dificil determinar

como realizar el séptimo y ultimo traslado.
144. La solucién se da en la figura 174.

145. Para resolver este problema las fichas deberan disponerse conforme a lo
mostrado en la fig. 175.

0900000000000 0RPeR®®0O00®O0

RRARRRRARARRARARRRRARNS

Figuras 175y 176

¢Como hallar esta solucion? Colocamos en fila 24 cerillas (fig. 176).

Contando de 1 a 7, hallamos que por primera vez tenemos que retirar la 7, 14 y 21
cerillas. Las retiramos y comenzamos otra vez a contar de 1 a 7; primero contamos
las tres cerillas situadas después de la 21; luego regresamos al comienzo de la fila,
la cual contiene ahora solamente 21 cerillas. De ella, otra vez, tendremos que
retirar la 4, 12 y 20 cerillas.

Repitiendo el procedimiento, a la siguiente vez, tendremos que retirar la 5, 15y 24
cerillas, después la 10 y 22 y por ultimo, la 9.

Quedaran en la fila 12 cerillas. Si ahora, en lugar de las 12 cerillas que quedaron
ponemos fichas negras y en los lugares donde fueron retiradas las cerillas, fichas

blancas, obtendremos la distribucion exigida (fig. 175).

Capitulo 13
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El Ajedrez

146. La solucién viene dada en la fig. 177.

147. Para que el caballo recorra todas las 63 casillas libres deberan realizarse 63
jugadas. Observaremos que después de cada jugada el caballo cambia el color de la
casa con respecto a la anterior en que se hallaba. Asi que durante la jugada con el
nimero 63 el caballo pasa a una casilla, cuyo color a diferente al de la casilla inicial.
Pero, conforme a las condiciones dadas, después de esta jugada el caballo debe
regresar a la casilla inicial. La contradiccidn surgida demuestra que el caballo no
puede efectuar el recorrido necesario.

Exactamente lo mismo se puede razonar si en el tablero se pone cualquier cantidad

impar de figuras.

148. Supongamos que la ruta del caballo, correspondiente a las condiciones del
problema, existe. Entonces, numerarnos las 62 casillas libres del tablero, dando a la
casilla inicial el nUmero 1 ya las siguientes los nimeros 2, 3,.... 62 en el mismo

orden que pasa por ellas el caballo.

Figura 177
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Puesto que el caballo es cada jugada cambia el color de la casilla, entonces, todas
las casillas con numeros impares tendran un mismo color y, por lo tanto, un mismo
color poseeran también todas las casillas con nUmeros pares. Por consiguiente, la
parte libre del tablero resulta compuesta por 31 casillas negras y 31 blancas. Mas
eso ho es cierto, puesto que las casillas, ocupadas por los peones, son de mismo

color. La ruta que buscamos no existe.

149. Distribuimos las letras a, b, ¢, d. e, f y la cifra 0, por las casillas centrales, tal
como se muestra en la fig. 178. Después iremos anotandolas sucesivamente

conforme pasa por ellas nuestro caballo.

a|f|le|b
e|l0|O

fl|O0|0|e
dle|f|c
Figura 178

De tal forma, obtendremos una cadena de 16 signos. De cualquier casilla, marcada
con una letra, el caballo puede pasar a otra, marcada con otra letra, solamente a
través de una de las casillas marcadas con el 0. Por lo tanto, en la sucesion, entre
dos letras distintas cualesquiera, obligatoriamente habra un 0. A continuacién
designamos cada grupo de letras iguales, situadas una el lado de otra mediante una
sola letra del mismo nombre. Después de esto, en la sucesiéon quedaran, por lo
menos, 6 letras, las cuales deberan estar separadas una de la otra por ceros. Esta
claro que los cuatro ceros, a nuestra disposicion para ello, no son suficientes. Por lo

tanto, el recorrido es imposible.

150. Como quiera que pasan los escarabajos de una casilla a otra, siempre quedara
una casilla libre. En efecto, vamos a denominar negros aquellos escarabajos que al
principio es hallaban en casillas negras y a los otros, blancos. Después que cada
escarabajo pasa a la casilla contigua, todos los escarabajos aparecen en casillas

Colaboracion de Arturo Novoa 221 Preparado por Patricio Barros
Antonio Bravo



En el Reino del Ingenio E. I. Ignatiev

blancas. Tenemos 13 escarabajos negros y solamente 12 casillas blancas. Resulta,
pues, que a una de las casillas blancas pasan por lo menos dos escarabajos. Pero
entonces, una casilla del tablero queda libre, puesto que la cantidad de casillas es
igual a la cantidad de escarabajos.

Exactamente la misma respuesta serd en el caso de cualquier tablero con una

cantidad impar de casillas. Su confirmacion es la misma que en el caso anterior.

151. Los escarabajos pueden pasar a las casillas contiguas de tal forma que todas
ellas resulten ocupadas. Para demostrarlo, dividimos el tablero de ajedrez en forma
de bastidores cuadrados (fig. 179). Y suponemos que cada escarabajo, dentro de su
bastidor, pasa a la casilla siguiente, moviéndose en el sentido de las manecillas del

reloj. Con ello queda claro que cada casilla resultard ocupada.

Figura 179

152. Es la fig. 180 se maestra una linea cerrada, que pasa por cada una de las
casillas del tablero. Si el escarabajo se mueve a lo largo de esta linea en una misma
direccién, entonces, recorrera todo el tablero, conforme lo exigen las condiciones

del problema.
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W’. .

Figura 180

153. Si fuese posible hacerlo, entonces, resultaria cubierta una cantidad par de
casillas, puesto que cada ficha del domind cubre exactamente dos casilla. Pero

la parte libre del tablero contiene 63 casillas. Por consiguiente resulta imposible.

154. Cada ficha del domind, puesta sobre el tablero cubre una casilla negra y otra
blanca. Por lo tanto, si cierta parte del tablero resulta cubierta por las fichas del
domind. Entonces, esta parte estara compuesta por igual cantidad de casillas negras
y blancas. Pero los peones, puestos sobre el tablero, ocupan dos casillas de un
mismo color, por lo tanto, en la parte restaste del tablero, la cantidad de casillas
negras y blancas es distinta es distinta (en todo el tablero hay 32 casillas negras y
32 blancas). Resulta pues, que en dicho caso, el tablero no puede ser cubierto con
fichas del domindé.

De las reflexionas que acabamos de hacer se deduce que si ponemos dos peones en
cualesquiera casillas de un mismo color, la parte restante del tablero no puede ser

cubierta con fichas del domind.

155. Examinemos la linea cerrada, dada es la fig. 180. Si los peones se sitlan en
dos casillas contiguas, entonces, esta linea se corta y quedard compuesta por un
trozo que pasa por 62 casillas, ademas el color de estas casillas se alterna. Es facil
ver que si comenzamos a poner fichas del dominé a lo largo de esta linea,

cubriremos toda la parte restante del tablero. Si los peones se hallan en casillas no
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contiguas, entonces, la linea se corta en dos trozos que se cruzan. Al mismo tiempo,
cada uno de ellos pasa por una cantidad de casillas par (los peones se hallan en
casillas de diferente color). O sea, cada trozo de esta linea puede ser cubierto con
fichas del domind. Respuesta: independientemente de cdémo se sitlen los peones en
casillas diferente color, la parte restante del tablero siempre puede ser cubierta con

fichas del domino.

156. Si distribuimos las 32 figuras del ajedrez en las casillas blancas, todas ellas
quedaran ocupadas y no habrd sitio para colocar la ficha del domindé (segun
acordamos, una ficha del domind cubre dos casillas contiguas, una blanca y otra
negra).

Demostremos que, independientemente a como estén distribuidas 31 figuras del
ajedrez por el tablero, siempre quedara un espacio para colocar una ficha del
domind. Cubramos el tablero con 32 fichas del domind (por ejemplo, a lo largo de la
linea en la fig. 180). Después de ello, por mucho que nos esmeremos en cambiar la
distribucién de las 31 figuras del ajedrez por el tablero, por lo menos,

una ficha del domind quedara siempre libre, es decir, sobre ella no habra ninguna

figura del ajedrez. Con lo expuesto queda todo demostrado.

Capitulo 14

Problemas Combinatorios con Cuadrados

159. Claro que en todas las casillas del cuadrado se puede inscribir la cifra 2. El
cuadrado numérico, asi obtenido, satisface las condiciones del problema. Pero si se
exige que entre estas haya por lo menos una impar, entonces, el problema ya no
resulta tan facil.

Ante todo, haciendo algunas pruebas, es facil convencerse de que en el centro de
cuadrado no se puede inscribir ni 1 ni 3. A este hecho se le puede dar una
demostracidn rigurosa.

Supongamos que las cifras estan distribuidas como se exige. Sumamos las cifras

escritas en las diagonales y en la segunda columna (con ello, la cifra en el centro
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del cuadrado sera tomada tres veces) y sustraemos del resultado las cifras inscritas
en el primero y tercero renglones. La diferencia, como es facil ver, sera igual al
triple de la cifra, escrita en el centro del cuadrado. Por otra parte, la suma de las
cifras en las diagonales, en cada columna y en cada rengldn es igual a 6; entonces,
dicha diferencia debera ser igual a 6. Por consiguiente, en el centro del cuadrado es
ha escrito la cifra 2.

Luego es facil ver que la suma de las cifras es igual a 6 sélo en aquellos casos
cuando todas ellas son distintas o todas son iguales a 2. Par consiguiente, al menos
en uno de las vértices del cuadrado debe estar escrita la cifra 2. Después de lo

expuesto, las distribuciones requeridas son faciles de hallar (fig. 181).

3|12
1(2|3
231
Figura 181

Todas ellas se obtienen de la primera valiéndose de las simetrias con relacién a las
diagonales (2, 2, 2), el segundo regléon y con relacién a la segunda columna.

Para realizar una distribucion (disposicidon) necesaria de las cifras se puede utilizar
un procedimiento de facil memorizacion.

Primero colocamos las cifras como es la fig. 182a. Después desplazamos las cifras
situadas fuera del cuadrado ABCD correspondientemente, hacia abajo, hacia arriba,
hacia la derecha o hacia la izquierda en tres casillas, de tal forma que caigan en una
casilla libre del cuadrado. Como resultado obtendremos la distribucién necesaria
(fig. 182b).
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D L C D c
1 2 11 3| 2
1 2 1 3 3 2| 1
2 3 21 1] 3
A 3 B A B
a b
Figura 182

100. Obramos lo mismo que al final de la solucidn del problema anterior.
Distribuimos las cifras, conforme se muestra en la fig. 183a, y luego desplazamos
las cifras fuera del cuadrado en tres casillas correspondientemente, a la derecha, a
la izquierda, hacia arriba y hacia abajo, de tal forma que todas ellas caigan en una
casilla libre dentro del cuadrado. Con ello, obtendremos la disposicién necesaria (fig.

185b).

D L C D C
4 2 4| 9| 2
7 5 3 3| 5| 7
8 6 8| 1| 6
A g E A B
a b
Figura 183

Para resolver este problema, también se pueden usar las correspondientes fichas

del dominé (fig. 184).
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161. El procedimiento que venimos utilizando también nos ayudara en este caso. En
cada uno de los lados del cuadrado de 25 casillas, construimos otras cuatro casillas
(fig. 185) y en las casillas, dentro de a figura obtenida, en filas inclinadas,
inscribimos sucesivamente las cifras de 1 a 25.

A continuacién, desplazamos todas las cifras, situadas fuera del cuadrado ABCD en
cinco casillas, correspondientemente hacia abajo, hacia arriba, a la izquierda y a la

derecha. Después de ello, obtendremos la disposicion exigida (fig. 186).
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1
6 2
1" 2 3
16 12 8 4
21 17 13 9 5
22 18 14 10
23 19 15
24 20
25
Figura 185

1M1 24 7 |20 3

4 |12 25 8 |16

17 |5 |13 |21 |9

10 | 18 | 1 14 | 22

23 | 6 19 | 2 15
Figura 186

162. El procedimiento, expuesto en los problemas anteriores, no permite, como es
facil ver, construir cuadrados magicos de 16 casillas, no obstante existe gran
cantidad de distribuciones que satisfacen las condiciones de este problema.

Sin examinar el procedimiento general para la resolucién de problemas semejantes,

brindamos solamente da respuestas (fig. 187).
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e fafo]7

Figura 187

El simple procedimiento utilizado para resolver los problemas 160 y 161, es valido
para la construccion de cuadrados magicos con cualquier cantidad impar de casillas.
Lamentablemente, los procedimientos para la construccién de cuadrados magicos

con una cantidad par de casillas, son mucho mas complicados.

163. Ante todo, supongamos que las letras son iguales. Escribamos una letra en una
casilla cualquiera de la primera diagonal. Con ello, eu la segunda diagonal,

resultan prohibidas dos casilla, situadas en una fila por la horizontal y vertical por la
casilla ya ocupada.

En una de las dos casillas restantes de la segunda diagonal se puede escribir la
segunda letra. Mas adelante es facil ver que las dos letras, escritas en las
diagonales determinan estrictamente la distribucién de la dos letras restantes

conforme a las condiciones del problema (fig. 188).

Figura 188
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En conclusion, si se fija el lugar de las letras en la primera diagonal, el problema
tiene dos soluciones. Pero como quiera que la primera letra puede ser inscrita en
cualquier casilla de la primera diagonal, el problema tiene 2 x 4 = 8 soluciones.
Puesto que cuatro letras distintas pueden distribuirse de 24 formas, entonces en

este caso, el problema tiene 8 x 24 = 192 soluciones.

164. Supongamos que hemos distribuido las letra tal como lo exige el problema.
Cambiamos de lugar da columnas o filas cualesquiera. Resulta una nueva posicidon
de las letras, que también satisfacen las condiciones del problema. Es evidente que
las columnas y las filas pueden ser cambiadas de lugar, de tal forma que en la de
arriba y en la columna de la izquierda las letras es distribuyen en un orden como el
dado en la fig. 189.

a
b
o
d

Figura 189

A semejantes disposiciones de las letras las denominamos principales. Hallemos
entonces, todas las distribuciones principales de nuestras letras. Es facil ver que en
la segunda fila las letras a, ¢, d pueden ser distribuidas solamente de tres formas:
(c, d, a), (d, a, ¢), (a, d, ©).

A las dos primeras les corresponden disposiciones Unicas de las letras en la tercera
y cuarta filas; a la tercera forma le corresponden dos disposiciones. O sea, tenemos
en total cuatro disposiciones principales de las letras, que representamos en la
figura 190.
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alb|c| d a|lblc|d a| pb|c|d a|b|lc|d

blc|d|a b|d|a |¢ bhla|d|c bla| d|c

c|ld|a|b cla|d|b c|d|a]|b c|l d| b|a

d|a|b|c d | c|b | a d|c | b|a d | c|a|b
| Figuras 190

De cada disposicion principal, mediante permutaciones de las columnas, se pueden
obtener 24 disposiciones nuevas. A su vez, de cada disposicion nueva de les
columnas, mediante el traspaso de la segunda, tercera y cuarta fila, se pueden
obtener otras 6 disposiciones nuevas de las letras. Evidentemente, todas estas
distribuciones son distintas. O sea, existen 4 x 24 = 576 disposiciones diferentes de

letras, que satisfacen las condiciones del problema.

165. Para abreviar designaremos los grados de oficialidad con las siguientes letras:
A, comandante; B, cadete; C, capitan; D, teniente y los nUmeros de los regimientos
con las cifras 1, 2, 3, 4. Entonces, es ldogico que cada oficial se caracterizara

mediante una letra y una cifra. Por ejemplo, (C, 3), capitan del tercer regimiento.

(A1) |(B4)| (C.2)| (D,3)

D
A (D:2) | (C3) | (B.1)] (A4)
c

(B.3) | {(A2)| (D.4)] (C.1)

O | |O | >

Cc
B
D
A

o> |O|®

B (C4) (D7) (A3)] (B,2)

Figura 191 y 192

Por consiguiente, el problema se reduce a la distribucién de cuatro letras A, B, C, D,
y cuatro cifras 1, 2. 3, 4 en 16 casillas de un cuadrado, de tal forma que en cada fila
de casillas por la horizontal y vertical no haya letras y cifras iguales. Ademas todos

los pares (letra, cifra) deberan ser diferentes.
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Primero distribuimos las letras (véase el problema anterior) tal como se muestra en
la figura 191.

Para disponer las cifras, agregamos a cada letras la cifra correspondiente conforme
a su orden (o sea a todas las A le afiadimos 1; a todas las B, 2; atodaslas C, 3, y
a todas las D, 4) después traspasamos cada cifra a la casilla simétrica con relacién
a la diagonal (A, B, C, D). Como resultado obtenemos la fig. 192. Esta distribucion

es la respuesta al problema planteado.

166. Examinemos un cuadrado de 16 casillas. Supongamos que sus filas
corresponden a los jugadores del primer equipo, y sus columnas a los jugadores del
segundo equipo.

Inscribimos en las casillas del cuadrado pares de cifras de la siguiente forma:
tomamos la distribucién de las letras y cifras para el problema anterior y cambiamos
cada letra por la cifra correspondiente a dicha letra (A¥ 1, BY 2, C¥ 3, D¥ 4). Como

resultado obtenemos fig. 193.

M1 2 3 4/IN)J1]1 23] 4

| I
1 |(0.1) | (2.4) ) (3.2) | (43) 1 1 2 3 4
2 |42) |33 (2|04 ) 2 4 3 2 |1

3 |[(23)|(1L2) |44 | B3N] 3 2 1 4 3

4 ((3.4)|(41) (13|22 || 4 3 4 1 2

Figura 193y 194

Supongamos, ahora, que la primera cifra en cada casilla indica el nimero de la serie
de partidas, durante la cual se baten los jugadores de la fila y columna en

que se halla dicha casilla. Si la segunda cifra es impar, entonces, el jugador del
primer equipo juega con figuras blancas y en el caso contrario, con figuras negras.
Puesto que cualquier cifra, situadas en el primer lugar, se halla en cada fila y en

cada columna una sola vez, entonces, en cualquier serie de partidas juegan todos
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los ajedrecistas, cada uno de ellos con un competidor determinado. Demos tramos
que un horario de partidas asi satisface todas las condiciones del problema.

Como quiera que en cada fila y en cada columna, en segundo lugar van escritas las
cifras 1, 2, 3, 4 en un orden determinado, cada jugador debera jugar dos partidas
con piezas blancas y dos con las negras. Como todos los pares de cifras son
distintos, eligiendo cualesquiera cuatro pares correspondientes a una serie de
partidas, o sea, con una misma cifra en el primer lugar (humero de serie),
obtendremos en los segundos lugares las cifras 1, 2, 3, 4, distribuidas en un orden
determinado. Esto significa que en dicha serie los jugadores del primer equipo van a
jugar dos partidas con figuras blancas y dos con las negras. Este horario se ve con
mayor claridad en la fig. 194. En él, el color de la casilla significa el color de las
figuras con que debe jugar el representante del primer equipo, y la cifra, el nUmero
de la serie de partidas durante las cuales se encuentran los competidores.

A continuacion damos la descripcidon de algunos procedimientos para la construccion
de cuadrados latinos con dimensiones arbitrarias. Acordamos designar con nimeros

enteros los elementos de estos cuadrados, de dimensiones n X n.

I. Supongamos que p es un numero primo y que n = p - 1. Numeramos las filas del
cuadrado de arriba abajo y las columnas de izquierda a derecha con cifras de 1 a n.
En las intersecciones de una fila con el nUmero a y de una columna con el nimero b
escribimos el residuo de la division de los numeros ab por p. Puesto que la
numeracion de las filas y columnas consta de cifras positivas y enteras, no divisibles
por p entonces, en cada casilla del cuadrado se escribird una de las cifras 1, 2,..., n.
Demostremos que en cada fila estas cifras son diferentes.

Si en la fila a estuviesen inscritas dos cifras iguales, digamos en las columnas con
los nUmeros b, c, esto supondria que las cifras ab, ac dan residuos iguales de la
divisién por p y, por lo tanto, su diferencia a(b - c) es divisible por p. Pero ambos
factores a y (b - c) son diferentes de cero y su valor absoluto inferior a p. Por
consiguiente, no puede haber divisibilidad; las cifras ab y ac dan distinto resto de la
divisién por p. Exactamente lo mismo se demuestra que en cualquier columna del
cuadrado estan inscritas distintas cifras. Puesto que las filas y columnas contienen n

casillas cada una, y como la mayor cantidad posible de obtener restos nulos de la
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divisibn por p es también igual a n, entonces, cada fila y cada columna
representaran cierta permutacion de las cifras 1, 2,..., n.

Si construimos un cuadrado latino por este procedimiento, dando p = 5 y después
reemplazamos las cifras 1, 2, 3, 4 por las letras a, b, ¢, d érespectivamente,
obtendremos el segundo de los cuadrados dados en la fig. 190.

II. Sea n un numero arbitrario entero y positivo, y k otro nimero entero que no
tiene con a divisores comunes. En la interseccion de la fila con el nUmero a, y de la
columna con el numero b, escribimos el residuo de la division de ak+b por a. Si en
la intersecciéon de las columnas b, c con la fila a se tienen numeros iguales,
entonces la diferencia ak + b - (ak + ¢)= b - ¢ debe dividirse por n. Pero eso es
imposible, ya que b, ¢ son nimeros enteros diferentes, incluidos en los limites de 1
a n. Supongamos que en cierta columna digamos, en la b, tenemos numeros
iguales. Si las filas correspondientes tienen la numeracion u, v entonces, la
diferencia uk + b - (vk+b) = (u - v)k debe dividirse por a. Puesto que los nimeros
1 y n no tienen divisores comunes, la expresién u - v debe dividirse por a. Pero esto
es imposible. O sea, en cada fila y en cada columna estaria inscritos diferentes
numeros, lo que significa, el igual que antes, que las columnas vy filas del cuadrado
representan cierta permutacién de las cifras 0,1, 2,..., n - 1.

Siendon = 4y k = 1y reemplazando las cifras 0, 1, 2, 3, por las letras ¢, d, a, b
respectivamente, el cuadrado, constituido por esta procedimiento, coincide con el
primero en la fig. 190.

Utilizando este mismo procedimiento y dando a k distintos valores, se pueden
construir distintos cuadrados latinos.

Supongamos que n es un numero primo impar, que k y | son niumeros diferentes,
incluidos dentro del intervalo O, 1,..., n - 1, y que mediante el procedimiento ya
expuesto, para cada uno de ellos ha sido construido un cuadrado latino.

Vamos a comprobar si estos pares de cuadrados resuelven un problema semejante
al 165; en él participan representantes de n regimientos con diferente jerarquia
(graduacion). Supongamos que durante la superposicion de los cuadrados en dos
casillas distintas resultan iguales pares de nimeros. Si estas casillas se sitian en las

filas a y uy en las columnas b y v respectivamente, entonces, ambas diferencias
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ak + b-(uk +v)=(a-uk+b-v,
al+b-@ul+v)=(a-u)l+b-v

se dividen por n. De ello a deduce que por a se divide la diferencia

(@a-uwk-(a-ul=(a-u)k-1.

Pero esto es posible solamente en el caso de a = u y, entonces, por a debera
dividirse la diferencia b - v. Por consiguiente, b = v y estas casillas deben coincidir.

Los pares de cuadrados latinos que resuelven el problema 165 para cierto nUmero
n, permiten componer el horario de partidas de un torneo de ajedrez con n
participantes, obrando de forma semejante a como fue resuelto el problema 166. Es
curioso que cuando n = 6 este horario puede ser compuesto, pese a que el

problema 165 es irresoluble.

Capitulo 15

La Geometria de Viaje

167. A primera vista parece estar claro que la arafia debe recorrer el techo por la
diagonal CE y después bajar donde la mosca, por la esquina EK.

Pensandolo un poco, hallamos otro camino para la arafia: ésta puede recorrer la
pared lateral por la diagonal CP y acercarse a la victima por EK.

Y, por ultimo, la arafia también puede acercarse por CA y por AK.

El paralelepipedo es simétrico con relacion el centro de la diagonal CK, por lo tanto,
cada uno de los caminos CDK, CBK y CGK es igual de largo a uno de los tres
caminos, antes trazados.

¢Cual de ellos es el mas corto?
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Figura 195

Resulta que ninguno de los tres. Existen otros caminos aun mas cortos, a cuya
busqueda nos dedicaremos. Teniendo en cuenta la simetria del paralelepipedo
podemos considerar que el camino mas corto de la arafia no pasa por la pared
lateral ABEK. En efecto la longitud del camino KLC, por ejemplo, es igual a la
longitud del camino KMC (fig. 195). Por consiguiente se puede considerar que el
camino cruza una de las aristas EG, GF, FD, AD. Teniendo en cuenta la simetria de
las aristas AD, EG, sera suficiente considerar que el camino cruza EG, GF y FD.

Desarrollamos en el plano el paralelepipedo que representa nuestro local.

Obtendremos el dibujo representado en la fig. 196.
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Figura 196

La arafa esta en el punto C y la mosca, en el punto K. Ahora vemos con claridad
que los caminos CEK y CGK que en el dibujo no desarrollado nos parecian los mas
cortos, de hecho, no lo son. Basta con unir los puntos C y K, mediante una linea
recta, para obtener un camino notablemente reducido. Este Gltimo sera el mas corto
entre todos los demas caminos que cruzan la arista KG. De forma analoga, el
camino KC, sera el mas corto entre todos los caminos que cruzan la arista FD (el
punto C, también corresponde al vértice C de nuestro paralelepipedo).
Concretamente, sera mas corto que el camino CFK.

Pan imaginarse el camino mas corto entre todos los que cruzan la artista GF,

desarrollemos el local tal como se ve en la fig. 197.
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Figura 197

Con ello, vemos que KCs es el camino mas corto entre todos los que cruzan la arista
GF.

Nos queda solamente determinar cudl de esos tres caminos (KC, KC,;, KC3) es el
mas corto. Resulta que ello depende de las dimensiones relativas del local (largo,
ancho, alto).

Designemos la longitud AD del cuarto por a, su altura AB por b y su ancho AK por c.

Entonces, de las figs. 196 y 197 tenemos:

IKC|=+/a’ +(b+c)’
IKC,|=+/(a+b)?+c?
|KC3|: (a+b)* +b’ formula 13

Quitando los paréntesis, e igualando mutuamente las expresiones subradicales,
vemos que éstas se diferencian una de otra solamente por los términos 2bc, 2ab,

2ac.
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Dividiendo las tres multiplicaciones por 2abc, obtenemos:

1/a, 1/b, 1/c

De aqui vemos que
sia > b, a > ¢, el camino mis corto sera KC;
al ser c > a, ¢ > b, el camino mas corto sera KC;

sib > a, b > c, el camino mas corto sera KCs.

Entonces, hallamos que el camino mas corto de la arafia debe cruzar la arista mas

larga entre

EG, GF, FD.

El problema sobre la arafia y la mosca resultd6 mucho mas complicado que podia

pensarse a primera vista.

169. Tenernos solo dos territorios impares D y E. Todos los demas son pares.
Teniendo en cuenta las reflexiones generales, hechas antes del planteamiento del
problema, podemos afirmar que éste es resoluble.

Ademas, sabemos que el recorrido debe comenzar desde un territorio impar D o E.

El recorrido, pasando por todos los puentes, puede ser el siguiente:

EaFbBcFdACFICgAhCiDKAMENApPBQEID,

o también en direccion contraria. Las letras minudsculas, entre las mayusculas,

indican qué puentes se pasan concretamente.

170. Investigando la posibilidad de resolucién de este problema, inmediatamente
vemos que Finlandia, Espafia y Dinamarca tienen un numero impar de fronteras con
los paises vecinos, o sea, la cantidad de territorios impares es superior a dos. Por

consiguiente, el viaje que se propone realizar el contrabandista, es imposible.

Colaboracion de Arturo Novoa 239 Preparado por Patricio Barros
Antonio Bravo



En el Reino del Ingenio E. I. Ignatiev

171. Véase la fig. 198.

172. Representemos cada obrero y cada torno en una hoja de papel en forma de
puntos. Tendremos en total 20 puntos diferentes. A continuacién, trazamos desde
cada punto, que representa a un obrero, dos lineas hasta los puntos que
representan los tornos en los cuales este obrero sabe trabajar. Obtendremos una
red compuesta por 20 puntos y 20 lineas, ademds, de cada punto,
independientemente de que corresponda a un obrero o a un torno, parten dos
lineas.

La red obtenida se descompone en varios trozos tales, que en los limites de uno de
ellos se puede pasar por las lineas de la red desde cada uno de los puntos hasta
cualquier otro. Si los puntos pertenecen a diferentes trozos, entonces, no existe un
camino que los una. Puesto que en cada trozo todos los vértices son pares, dicho
trozo puede ser trazado de una plumada. Si en cada linea de la red indicamos con
una flecha la direccion del trazado, entonces, de cada punto partird una sola linea.
La linea, que parte del punto que representa a un obrero, finaliza en un punto que
representa un torno, en el cual este obrero debe trabajar.

Esta afirmacion sigue siendo valida si sustituimos la cantidad de 10, dada en el

problema, por otra entera cualquiera no menor de 2. La solucién sera la misma.
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